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EDITORIAL

La Revista de Historia y Filosofia de la Matematica — Theorem, sale a luz, como un esfuerzo con-
junto entre la Universidad Nacional de Trujillo (Perti), la Universidad Nacional Pedro Ruiz Gallo (Pert)
y la Universidad de Magallanes (Chile) con el propésito de difundir con un punto de vista original, el
conocimiento histérico — filoséfico y cultural de la matematica. Ademads, de publicar resefias de libros
y articulos publicados recientemente, entrevistas a personajes relevante en el quehacer matematico de
Hispanoamérica.

La Revista Theorem, esta dirigida a la comunidad matemdtica de habla hispana, muy en particular
a los profesores de matematica de todos los niveles educativos y matematicos profesionales que tengan
interés en la dimensién humana y cultural de la matematica.

El Comité Editorial y arbitros especializados determinan acerca de los trabajos que se ajusten a los
propdsitos de la revista.

Los autores de trabajos deberdn informarse de las normas de publicacién en:
https://hfm.unitru.edu.pe/revista-theorem/

Finalmente quisiéramos agradecer a nuestras instituciones, por el apoyo que nos han brindado, sin
el cual no hubiera sido posible este primer nimero de la Revista Theorem. Ademas, expresamos nuestro

profundo agradecimiento a cada uno de los autores de este primer nimero, quienes han sido muy
generosos en compartir sus conocimientos e investigaciones.

Los Editores

111
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Tres Precursores de la Matematica en el Pert.
Alfred Rosenblatt, José Tola, José Ampuero

Alejandro Ortiz Fernandez
Honor a las memorias de los tres Maestros mencionados.
jortiz@pucp.edu.pe
Peru

Resumen

En este articulo se rescata a los profesores que impulsaron la matematica moderna en el Pert.

1. Introduccion

Rescatar los valores de quienes aportaron al progreso de la matematica en nuestro pais es impor-
tante ya que ello nos motiva a continuar, de algin modo, con el avance de nuestra ciencia. En este
contexto hemos escogido tres personajes que iniciaron el desarrollo de la mateméatica moderna en nues-
tro pais a partir de los anos 1930’s; ellos son Alfred Rosenblatt, José Tola y José Ampuero, quienes,
ademads, tuvieron la vision de formar discipulos en una época en que la carrera de la matematica era
casi desconocida.

2. Alfred Rosenblatt

Una de las grandes Escuelas de Matematicas fue la polaca en donde surgieron
notables matematicos, como S. Banach y muchos otros. Lamentablemente
ella sufrié horriblemente los estragos de la Il - Guerra Mundial en donde se
cometieron crimenes y torturas a muchisimos matemaéticos, y en general al
pais polaco, entre ellos lo sufrido por Banach.
Viajemos al pasado, a la segunda mitad de los afios 30’s e inicios de los 40's; en
1936 llega a nuestro pais el matematico polaco A. Rosenblatt por invitacién
del Prof. Godofredo Garcia, docente de la Universidad de San Marcos. ;{Cémo
era el ambiente matematico en el Pertl en esa época? La ensefianza de los
cursos clasicos, calculo infinitesimal, geometria analitica, ...eran hechos, de
modo general, sin el rigor necesario; ain no existia una matematica pura
como método para ensenar los cursos de matematicas. Adin estaba vigente
la influencia de Federico Villarreal y de sus discipulos, entre ellos de G.
Garcia quien modernizé la investigacién de la mecénica racional, estudiando
la teoria de la relatividad de Einstein, toda una novedad en nuestro pais.
Como se sabe, en los siglos XIX y XX en Europa la matematica hizo grandes
progresos en las dreas del algebra, de la variable compleja, del andlisis funcional, la topologia; se
introdujeron los espacios abstractos y la fisica hace uso de estos avances para introducir nuevas teorias
que condujeron a la fisica moderna.

Casi toda esa informacion trajo Rosenblatt a nuestro pais, quien vino a radicarse por circunstancias
muy especiales. Veamos.

Rosenblatt nacié el 22 de Junio de 1880 en Cracovia, Polonia; desde muy joven muestra condiciones
favorables para la matemdtica; estudia en la Facultad de Filosofia de la Universidad de Jagellénica
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en Cracovia donde obtiene su grado de Doctor con la tesis: Sobre las funciones enteras con variables
complejas. A partir de entonces inicia una notable carrera matemética y de docencia universitaria a
alto nivel, Comienza a publicar trabajos de reconocimiento internacional . Cuando Rosenblatt ya era
un reconocido cientifico, G. Garcia siendo Decano de la Facultad de Ciencias de San Marcos viaja a
Europa en mision de tener contactos con cientificos de Europa; conoce a los profesores Sierpinsky y
Rosenblatt dos reconocidos matematicos, eran los anos 30. Muchos de los matemaéaticos polacos tenian
ascendencia judia y como tales fueron perseguidos por los nazis, entre ellos estaba Rosenblatt. Garcia
lo invita para que visite el Perti y se incorpore como docente de la Facultad de Ciencias de San Marcos.
Rosenblatt acepta y viene a nuestro pais en 1936. Asi, se inicia una nueva etapa en la historia de la
matematica en el Perd pues surge una nueva metodologia de ensefiar e investigar, en base a temas
de actualidad al estilo europeo; y esto produjo algunas investigaciones en matemaéatica pura como en
algunas aplicaciones en la mecénica celeste y relatividad a cargo de G. Garcia y de un reducido niimero
de colaboradores de él.

En este ambiente se crean la Revista de Ciencias de la Facultad de Ciencias, asi como de las
Actas de la Academia de Ciencias, las cuales serian los medios donde se publicaron los articulos de
Rosenblatt, y otros, que dieron prestigio a la matematica de nuestro pais. Asi mismo Rosenblatt dicto
cursos sobre temas de actualidad de entonces, muchos de ellos por primera vez en el Perd. En realidad
Rosenblatt tuvo una gran produccion cientifica en diversos campos de la matematica los cuales fueron
escritos con rigor y alta calidad de argumentos. En San Marcos tuvo pocos, pero entusiastas alumnos,
que desearon también contribuir al progreso de nuestra ciencia. El Prof. Toméas Nunez Bazalar fue uno
de ellos y escribié el articulo Vida y Obra de Alfred Rosenblatt, Revista Fac. de Ciencias San Marcos,
No 2.1988, en donde nos da una relacién detallada de 225 trabajos de Rosenblatt, relacion que estd
distribuida por anos; comienza en 1903 y termina en 1947, anio de su fallecimiento; tales articulos
fueron escritos en diversos idiomas: polaco, inglés, francés, aleméan, italiano y en espafiol. Algunos de
estos escritos fueron publicados en revistas de prestigio internacional y muchas de ellas en la Revista
de Ciencias y asi se tuvo un prestigio internacional. Es oportuno mencionar una anécdota: cuando
Rosenblatt vino al Pert ya era un matematico consagrado en Europa, sin embargo en San Marcos,
por esas cosas propias de nuestro pais, le exigieron que presente una tesis para graduarse de doctor,
lo que hizo sin dificultad alguna; su tesis fue: Sobre la representacion conforme en dominios planos
ltmitados variables.

La mayoria de sus articulos fueron escritos en forma personal, algunos en coordinacién con otros
colaboradores, en particular con su colega Godofredo Garcia en donde dan énfasis al area de la mecénica
celeste; algunos de esos trabajos son: Sur la formule de Stokes dans la théorie de al gravité, 1937; Sur
al régularisation du problemé plan des trois corps, 1937: Sobre el problema de los tres cuerpos en el
plano, 1938. Con el entonces joven José Tola publican Cdlculo provisorios para los contactos en el
eclipse de Sol del 8 de Junio de 1937, 1937. En sus trabajos se aprecia su interés por las ecuaciones
diferenciales, por el problema de los tres cuerpos en la mecanica celeste, por el movimiento de los
liquidos y por la teoria de superficies.

Por su prestigio como investigador y por su trayectoria como Maestro, Rosenblatt fue invitado
a exponer conferencias, tanto en el Perti como en el extranjero en donde hablaba sus propias inves-
tigaciones; asi expuso en la Facultad de Ciencias de San Marcos, en la Academia de Ciencias, en
las universidades de Roma, Belgrado, de Sofia, en la Sorbona de Paris, en Princeton, en Illinois, en
Lieja, ... Particip6é también en diversos congresos internacionales prestigiando asi a nuestro pais. Fue
miembro de diversas sociedades cientificas y asi recibié una medalla por la Universidad de Lieja en
1930.

La labor docente de Rosenblatt fue fundamental en nuestro pais pues a partir de entonces se
ensen6 cursos de nivel avanzado; dirigié seminarios y algunas tesis, como la tesis doctoral de J. Tola
sobre un problema de topologia. Con Godofredo Garcia escribié el libro: Andlisis Algebraico, el que
fue publicado en 1955. Es una obra clasica de 247 paginas que contiene interesantes temas que para la
realidad de entonces en nuestro pais eran temas casi desconocidos y de gran valor matematico. Asi, el
capitulo 1 esta dedicado a los nimeros reales, que es tratado con el rigor y actualidad de entonces; dan
también algunos comentarios histéricos-filoséficos de este importante concepto. El libro consta de cinco
capitulos donde exponen, ademas, los nimeros naturales, elementos de teoria de conjuntos de puntos
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sobre una recta; tratan las sucesiones, las series y productos 1nﬁn1tos las potencias y logaritmos.
Como anécdota digamos que en | : g

1959, con mi profesor Alberto

Vidal visitamos al Profesor Godo- ANALISIS
fredo Garcia en su casa; ya esta-
ba retirado de San Marcos y nos ALGEBRAI CO ‘ i
relat6é algunas historias de su vi- i
da académica. El Profesor tuvo la
gentileza de obsequiarnos, al Prof.
Vidal y a mi, un ejemplar de su
mencionado libro (autografiado),
que lo conservamos con mucho ca-

GODOFREDO GARCIA - ALFRED ROSENBLATT

o~ NUMEROS REALES - CONJUNTOS
rmo. SUCESIONES INFINITAS ‘

Por el lado humano, quienes lo co- BERIES;vRRODUCTOSHNEINIES
nocieron coinciden en que Rosen-
blatt tenia una personalidad refle-
xiva, serena, que tenia un caracter e !

severo para el trabajo pero a la ‘
vez tenia un caracter amigable con sus alumnos y colaboradores. Era una persona sencilla, de baja

estatura con rostro tipico judio-polaco. En la UNT tuve un profesor que habia sido en algiin momento
asistente de Rosenblatt y nos contaba que gustaba comer chocolates y mani durante sus clases. Estando
en Lima se enteré de la invacién nazi a su querida Polonia, de las torturas y muerte de muchos de
sus familiares, colegas y amigos, asi como lo que esa tragedia significaba para la ciencia, para la
matematica y en general para la inteligencia polaca pues los nazis lo destruyeron todo! Las personas
cercanas a €l recuerdan que muchas lagrimas, tristezas, dolor, invadieron su persona.

La invitacion de Garcia y su permanencia en el Pert podria haber llevado a Rosenblatt a pensar
que ese destino le salvé la vida o desgracias mayores y por ello se nacionalizé peruano y asi contribuir
con su ciencia al reconocimiento internacional de nuestro pais y también gozar del aprecio de la
intelectualidad de entonces.

Llegamos a 1947. Rosenblatt tuvo bronconeumonia y en su primera oportunidad logré recuperarse,
no asi en la segunda. Nuestro gran matematico murié el 8 de Julio, dejando un legado importante a
las nuevas generaciones, quienes deberian conocer su vida y obra que debe perdurar en el tiempo!

Post Data. El Profesor Flavio Vega Villanueva fue alumno de Rosenblatt; pasados los afnos, su
viuda, Sra. Margarita nos obsequié un libro que pertenecié a Rosenblatt y donde aparece su firma;
conservamos este libro como una reliquia histérica,

3. José Tola Pasquel

En la vida de una persona, a veces, se da las circunstancias entre escoger
el éxito profesional - econémico o seguir la vocaciéon aun cuando esta
no sea muy rentable y conocida. Esto fue la alternativa que tuvo Don
José Tola, un ingeniero que pudo tener muchos beneficios econémicos y
sociales como tal para dedicar su vida a ser un matematico dedicado a la
docencia y la investigacion cuando en nuestro pais la matemética no era
muy conocida y valorada. Al tomar esta decisién, contribuyé con algo
esencial: continuar con la labor iniciada por Rosenblatt y luchar por
crear un ambiente para el desarrollo de la matematica en nuestro pais;
Tola se esforz6 en poner las bases para la construcciéon de una ciencia y
una tecnologia de un mejor nivel académico posible. Esta labor no fue
facil pues hubieron dificultades propias de un pais como el nuestro.

Parte de este escrito serd mi relacién con el Profesor Tola porque quien sabe es lo menos conocido y
capaz pueda haber algin mensaje para las nuevas generaciones. Veamos. Por primera vez conoci Lima
en 1957 . Era un invierno con calles muy frias que nos hacian recordar las calles calidas del Trujillo
de entonces. Mis profesores Alberto Vidal y Oscar Valdivia en la Universidad Nacional de Trujillo ya
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me habian narrado aspectos de la vida académica de la matemética habida en la Universidad de San
Marcos; es asi como ya conocia de nombre a los profesores Tola, Ampuero, Redtegui, Ramos, Vega,
Davila, Nunez, entre otros més; todos ellos discipulos de Rosenblatt . Ya tenia algunas ideas de tales
profesores y de sus labores como tales pero mi anhelo era conocerlos en persona y capaz recibir algin
consejo de ellos; yo era un estudiante del segundo afio de estudios. Como se comprenderd mi primer
deseo fue visitar la Casona del Parque Universitario donde funcionaba la universidad. Eso hice. En
ese entonces era la Escuela Instituto de Matematicas y la tinica en el pais que formaba matematicos
y fisicos en el pais.

En esta oportunidad no pude conocer al Dr. Tola pues creo que los profesores no eran a tiempo
completo y él como ingeniero tenia sus propias ocupaciones. Sin embargo en esta ocasiéon pude conocer
la Escuela y algunos de sus profesores a la distancia pues, como un provinciano que conocia a la
gran ciudad por primera vez, me sentia un poco timido ante un nuevo panorama. Sin embargo, en
esa oportunidad pude conocer de vista a algunos profesores y sobre todo a algunos estudiantes con
quienes hicimos amistad, la que perdurd para siempre. Uno de esos jévenes fue Juan Guerra T., quién
fue un destacado estudiante, con mucho talento para las matematicas que lamentablemente murié a
temprana edad en Europa cuando estaba por sustentar su tesis de doctorado. También escuchamos
mucho el nombre del Profesor Ampuero y de otros. Nuestro encuentro con el Prof. Tola se realizé en
otro viaje que hice a Lima.

En esos anos, fines de los 50’s, el Ing. Tola tenia un gran prestigio como calculista, tenia fama como
tal, y era una persona muy ocupada pues también era profesor en San Marcos. Es en este escenario
en que tuve el primer encuentro con él. En San Marcos me informaron que podia encontrar a Tola en
su oficina de ingeniero que quedaba en una esquina de la Plaza de Armas; de alguna manera llegué a
ese lugar y mi timidez afloré de nuevo pues sabia lo ocupado que era el ingeniero. Toqué la puerta;
salié un joven, posiblemente un ingeniero que era su colaborador, me presenté y me hizo pasar y que
esperara un rato pues el ingeniero estaba revisando unos planos. En efecto, por la ventana observé que
Don José estaba discutiendo con un grupo de ingenieros alrededor de un conjunto de planos. Me senti
incémodo. Don José al verme se dirigié a mi y le expliqué el motivo de mi visita; me dijo que esperara
un poco. El entretiempo me permitié observar la atencién que ponian los ingenieros a las explicaciones
que les daba Tola, seguramente con un lenguaje preciso, como buen matematico que era. Luego vino a
atenderme. Yo pensaba en una entrevista muy corta por las razones dadas, sin embargo no fue asi ya
que Don José mostré mucho interés en cémo iban las cosas matematicas en Trujillo; yo le explicaba el
panorama que teniamos y cada vez surgian nuevas preguntas; ante las dificultades habidas en Trujillo,
él me aconsejaba y me estimulaba a seguir adelante, pues en San Marcos también habian dificultades
y esto era propio en un pais como el nuestro en que la matemaéatica pura no era bien conocida y por
tanto no apreciada. La entrevista duré un buen tiempo: Me despedi muy estimulado y contento de
haber conocido a un profesor que tuvo la generosidad de haberme dedicado tiempo y de extender su
influencia matematica a las provincias.

Con tal experiencia, siempre que podia visitaba a Don José en San Marcos, asi como a otros
profesores y a mis amigos estudiantes. En 1960 yo ya era profesor en la UNT; con mi profesor Vidal,
algunos colegas y alumnos se tuvo la iniciativa de invitar al Dr. Tola a la Universidad Nacional de
Trujillo, quien vino acompafnado del entonces joven matemético José Redtegui. Se concreté la visita
y ellos nos ofrecieron dos conferencias. Era la primera vez que llegaban a Trujillo dos doctores en
matematica y ello causé gran interés en los estudiantes. Tola expuso sobre algunos aspectos de la
estructura de los espacios de Hilbert y Reategui sobre ecuaciones diferenciales ordinarias, temas que
por primera vez escuchamos y nos desperté cierta curiosidad por saber algo mas. A las conferencias
asistié un buen numero de estudiantes y profesores, acto que se hizo en el auditorio de la Facultad de
Medicina pues Matematica no tenia local propio, menos un auditorio.

Como hemos mencionado San Marcos era la tinica universidad en formar matematicos; en 1960 en
la UNT hubo el inicio de una nueva generacién de profesores en la Seccién de Matematicas pues Pedro
Gonzilez Cueva y yo asumimos la responsabilidad de dar una mejor formacién a nuestros estudiantes
y asi hacer méritos para que pronto la Seccién pase a ser Facultad en donde la matematica se separa de
la fisica y comienza a surgir la estadistica. En particular, en nuestra tarea como docente me ayudaron
mucho mis contactos con el Profesor José Ampuero y la influencia del Profesor Tola con quién traté
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de tener siempre algin contacto. En 1961 tuve una recargada labor de dictado de clases pues tuve
5 cursos a mi cargo, de 6 horas semanales cada una: aritmética tedrica, andlisis matematico 1 y 1I,
algebra moderna y topologia general. Ya tenia alguna experiencia de los tres primeros cursos, no asi
de los dos tltimos. El Prof. Tola ensenaba dlgebra moderna en San Marcos y me informé de que los
estudiantes sacaban una notas del curso mimeografiadas; adquiri esas notas, las estudié y asi pude
ensenar, de algiin modo, el curso. Para el curso de topologia me sirvié mucho el seminario que hicimos
con el Prof. Ampuero. Asi es como en Trujillo se vio por primera vez las estructuras algebraicas,
las ideas de grupo, anillo, entre otros cursos y de esta manera la influencia de Tola fue importante,
ademdas de estimulantes palabras que recibi mientras ensenaba el curso. Tola en la segunda mitad
de los 50’s escribié en la Revista de la Escuela unos articulos didacticos sobre topologia general los
que me sirvieron para motivar mis clases. Debemos remarcar que la topologia en esos afios era casi
desconocida en nuestro pais, sobre todo en provincias.

José Tola Pasquel nacié el 12 de febrero de 1914 en Lima en el seno de una distinguida familia que
se instalé en Barranco en sus primeros anos. Estamos a inicios de los anos 1930’s; Tola en su juventud
mostré condiciones para la matematica, algo que como carrera profesional no era muy comprendida
y en esa época los jévenes con talento matematico estudiaban ingenieria, algo que de algin modo
sigue actualmente. Es asi que postula e ingresa a la antigua Escuela de Ingenieros, una institucion
de alto prestigio pues fue fundada por ingenieros polacos quienes introdujeron las metodologias de
su pais, como sus reconocidos examenes de ingreso en donde se exigian una matemaética basica lejos
de la formacién que se recibian en los colegios estatales. Esta situacién también se produjo en otros
paises, como Argentina y Brasil, en donde algunos matemaéticos notables fueron primero ingenieros.
Tola ingresa a la Escuela en 1931 pero por razones politicas ella es cerrada al poco tiempo y por ello sus
estudios los hace en la naciente Facultad de Ingenieria en la Pontificia Universidad Catélica del Pert en
donde obtiene el titulo de ingeniero civil en 1938. Pero su inquietud por la matematica estaba latente e
indaga donde la podia estudiar. Asi llega a San Marcos, a la Seccién de Matematicas de la Facultad de
Ciencias, que funcionaba en la Casona del Parque Universitario. En realidad debemos destacar que sus
estudios de ingenieria y de matematicas los hace en forma simultdnea; de esta manera en 1937 obtiene
el grado de Bachiller ( que antes era un poco dificil obtenerlo en San Marcos) en matematicas con
la tesis: Sobre la existencia y la unicidad de las soluciones de las ecuaciones diferenciales ordinarias-
Remarcamos que en aquella época era algo singular que un joven se dedicara a la matematica pura;
la presencia de Rosenblatt en San Marcos es muy posible que haya influido en el joven Tola a tales
estudios y asi pudiera entrar a una matematica a la europea. Asi, por ejemplo, el dlgebra moderna
comenzo6 a ensenarse en el Pert y Tola fue uno de los primeros en hacerlo ;el profesor tenia como
referencia bibliografica al libro de B. L. van der Waerden, dos volimenes, que le serviria de base a las
lecturas dadas a sus pocos alumnos. Tola fue uno de los pocos alumnos de Rosenblatt que aproveché
el conjunto de conocimientos que trajo el matematico polaco, areas como las variables complejas, el
analisis moderno, la topologia, las nuevas teorias de la fisica, entre otras areas. Tola supo aprovechar
este conjunto de conocimientos, de compartirlo con sus alumnos, y éstos con sus nuevos alumnos;
esta transitividad permitié introducir en nuestro pais una matemdética mas rigurosa, sobre todo en las
provincias, como Trujillo.

El Profesor Tola tenia una personalidad que inspiraba respeto al primer contacto con él; una
voz enérgica para transmitir sus ideas. Los que tuvieron la suerte de ser sus alumnos directos y
escucharon sus lecturas son de opinién de la brillantez y cuidado con que exponia la matematica. En
su inicio él fue profesor de San Marcos por los afios 50’s formando un pequefio grupo de jévenes que
continuaron con su labor en la universidad; luego, debido a algunos problemas internos, pas6 a ser
docente en la Universidad Nacional de Ingenieria llevando consigo a algunos de sus alumnos-docentes;
en esta universidad hizo una labor destacable tanto en la matematica pura como en la ensenanza de
la matemaética; fueron notables las recordadas Escuelas de Verano para profesores de secundaria a
donde acudian profesores de provincias, y del extranjero también. Nuevamente, por dificultades para
hacer una labor en pro de nuestra ciencia, Tola y su grupo paso6 a la Pontificia Universidad Catolica
del Pert, en donde permanecié hasta sus dltimos dias. Como docente Tola ensend, entre otros temas,
algebra moderna, analisis real, topologia, variable compleja, control éptimo, célculo de variaciones,
ecuaciones diferenciales; Tola fue un alumno distinguido de Rosenblatt y bajo su asesoria elaboré su
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tesis doctoral sobre un tema de topologia; era 1941 y en esa época en nuestro pais ese tema, y otros
eran desconocidos. Su tesis fue Sobre la equivalencia de dos formas de continuidad de operaciones,
por sucesiones y por entornos, en espacios vectoriales topoldgicos. Su labor docente y sus trabajos
matematicos le dieron la imagen y la autoridad para heredar la posta de sus maestros e iniciar una
etapa de liderazgo en el desarrollo de la matematica en el Per.

Tola también tuvo que ocuparse en aspectos administrativos y académicos en las diversas univer-
sidades a las que pertenecié en una época en que estos cargos demandaban mucho tiempo y energias,
sin embargo se dio tiempo para no descuidar la matematica como estudio e investigacion; asi logrd
escribir como doce libros sobre variados temas. Por todo ello recibi6 distintas distinciones y homenajes
en reconocimiento a su productiva labor, sobre todo por su condicién de Maestro.

La personalidad humana del Profesor Tola estuvo basada en el cultivo de valores éticos tanto
cientificos como artisticos. En el mes de febrero de 1989 cesé de la UNT y al mes siguiente fui profesor
de la PUCP, esto debido a la generosidad del Prof. Tola quien desde tiempo atras me invité a ser
docente en tal universidad. Ahora tenia la oportunidad de estar mas cerca de él y sentirme estimulado
para trabajar en una nueva experiencia universitaria.

El Dr. Tola fue fuerte de espiritu para enfrentar y superar duras pruebas que la vida nos da y nos
pone a prueba; asi, supo encarar algunas ingratitudes y conflictos habidos en algunas instituciones
donde laboré. La muerte de su esposa lo tomé con la serenidad y sabiduria de quien ha cumplido en
vida con el ser amado. Los anos pasan y el alma se enriquece con lo vivido y servido; pero el cuerpo,
lo fisico y lo transitorio sigue su evoluciéon natural de decrecimiento, y las enfermedades afloran; Don
José no escap6 a esta regla general. Asi, el 12 de enero de 1999, Don José Tola P. fallecié dejando un
legado que las futuras generaciones sabran reconocer, valorar y seguir adelante con el progreso de la
matematica en nuestro pafs. Asi sera!

4. José Ampuero Aguayo

En la actualidad existen muchisimas publicaciones sobre el sistema de
los ntimeros, en particular sobre los niimeros reales; los hay en distintos
niveles y de rigor matemaético; lo mismo sucede con el area del andlisis
matematico en donde se ofrece el calculo diferencial y el integral. De
esta manera un estudiante de ciencias tiene muchas referencias biblio-
graficas por escoger . Pero por los anos 1950’s esta no era la situacién,
sobre todo en provincias como Trujillo, donde eran pocos los libros de
matematica bésica conocidos; no habian bibliotecas especializadas; a
esto hay que agregar que el sistema de comunicacién era muy lento;
pocas noticias de libros nuevos se recibian; solo algunos clasicos libros
de céalculo infinitesimal, geometria analitica, algebra, y otros, eran co-
nocidos.

Por otro lado, San Marcos era la tinica universidad que formaba matematicos y ya vimos los aportes
de Rosenblatt, Tola y algo de G. Garcia; a ellos le debemos conocer algunos libros que usaban en sus
lecturas; es oportuno rescatar la contribuciéon de Cristobal de Losada y Puga quien fue profesor de
geometria analitica, cdlculo infinitesimal y mecénica racional en la Pontificia Universidad Catdlica del
Pert, quien escribié unos libros de mateméatica que tuvieron alguna influencia en aquellos tiempos.

Este es mas o menos el panorama del pais por los anos 1950’s y es también el escenario en que
surge la contribucién del Profesor José Ampuero. Don José nacié el 26 de abril de 1922 en Lima;
sus estudios de primaria y secundaria los realizé6 en Barranco, un histérico lugar. Segtin quienes lo
conocieron de joven tenia un caracter retraido y luego fue moldeando una personalidad de estudio, de
trabajo asi como de servicios a los demds, virtudes que conservaria el resto de su vida. Terminados
sus estudios de secundaria en donde fue un buen estudiante en ciencias, en 1940 ingresa a la Facultad
de Ciencias de la Universidad de San Marcos y se matricula en la especialidad de mateméticas. Como
sabemos, San Marcos funcionaba en la Casona del Parque Universitario en un ambiente senorial, con
una estructura colonial que invitaba al estudio y a la discusién académica; por los pasillos y el Patio
de Ciencias transitaban maestros como Rosenblatt, Godofredo Garcia, asi como el joven J. Tola. En
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este estimulante ambiente el estudiante Ampuero inicia sus estudios bajo la ensenanza de los citados
profesores. En particular él aprende de Rosenblatt la matemética moderna, en particular el analisis
matematico desde sus fundamentos basados en la idea de niimero real, ideas que posteriormente las
ensefiaria en sus cursos dados en San Marcos. También, Ampuero fue alumno de Tola y asi la Escuela de
Matematica va sentando las bases para una mejor ensenanza de la matemética. El Profesor Ampuero
termina sus estudios en la Facultad en 1944.

Por sus méritos y en reconocimientos a sus estudios realizados, Ampuero ingresa a la docencia en
la Facultad de Ciencias en 1945 dictando cursos basicos, como el sistema de los niimeros y el andlisis
matematico. En aquella época en el sistema universitario no existia la dedicacién exclusiva y por
ello comparte su labor como profesor del colegio Leoncio Prado y en el colegio América del Callao. Es
posible que desde aquel entonces ya iba madurando la elaboracién de unas notas en donde sus alumnos
pudieran completar sus aprendizajes de los fundamentos de los distintos sistemas de ntimeros, asi como
otras notas dedicadas al andlisis mateméatico. Asi dicta el curso de Aritmética Tedrica y el curso de
Andlisis Matemdtico, I y II, cursos que se dictaron durante los afios 1950’s. Es oportuno mencionar
que estos cursos, con el rigor matematico deseado, se dictaron por primera vez en el Pert y tuvieron
influencia para que afios después se ensenaran estos cursos con tal metodologia en la Universidad
Nacional de Trujillo.

Como mencionamos en la seccion 3, conocimos Lima en 1957 y fue en esa oportunidad en que
conoci al Prof.Ampuero pero ya tenia noticias de su persona. Veamos. Yo era estudiante y ese afio
llegaron a Trujilo dos egresados de San Marcos, Alberto Vidal C. y Oscar Valdivia G. (ya fallecidos)
y ain cuando aiin no eran mis profesores me gustaba conversar con ellos quienes me ilustraron sobre
la matemética en San Marcos y me hablaban de los profesores de entonces, Tola, Ampuero, Reatgui,
Ramos, Vega, Davila, Nunez, entre otros mas. Como yo tenia cierta inclinacion por el andlisis tenia
un interés especial en conocer al Prof. Ampuero; en efecto, con el Prof. Vidal fuimos a la Casona en
su encuentro; nos informaron que el profesor habia salido a tomar su diario clasico té ralo en un lugar
que acostumbraba visitar. Fuimos a su encuentro; cuando caminabamos por cierta calle, él ya venia de
regreso. Vidal lo salud6 y me presenté. Con la emocién del caso le comenté mi interés en aprender los
cursos que €l ensenaba ya que mi formacion no era buena, con muchos vacios. El profesor me escuchd,
me dio algunas palabras de aliento y que me podria ayudar en el futuro. Nos despedimos.

A partir de 1957 acostumbré venir a Lima siempre que podia; de esta forma tuve oportunidad de
conocer el ambiente matematico de San Marcos, de conocer de vista a nuevos profesores y también de
conocer mas amigos estudiantes; era 1958 y yo cursaba en Trujillo el tercer ano de matematicas puras.
Me informé que los estudiantes del Centro Federado sacaban unas notas, en el mimedgrafo, de algunos
cursos, entre ellas de los cursos de aritmética tedrica y de analisis matemético I y I1 . Adquiri esas notas
con mucho entusiasmo pues veia en ellas tantas cosas por aprender, entre ellas los famosos epsilon
y deltas que en Trujilo ignorabamos. Las notas sobre aritmética fueron muy importantes por ser la
base para todo el edificio mateméatico, sobre todo el concepto de nimero real (que anecddticamente
decimos: terminamos los estudios de matemdticas y no teniamos claro que era este nimero). Debemos
reconocer que el aporte de Ampuero, via estos cursos, fueron de una importancia pues motivo para
que generaciones futuras tuvieran una mejor formacién matematica. Las notas de aritmética salieron
en forma completas y sirvieron para que en 1960 salieran como libro: Aritmética Tedrica dentro del
programa Textos Universitarios de la Universidad de San Marcos. Lamentablemente las notas de
analisis no se publicaron como libro pues hubieran contribuido a la mejor ensenanza de esta area
fundamental.

Con el Dr. Ampuero hicimos una relacién amigable; siempre que podia lo visitaba y él apreciaba
ésto y se interesaba por saber como iba la matematica en Trujillo; le narraba las cosas tal como fueron,
con las dificultades matematicas y no matematicas habidas en un ambiente en donde se trataba de
introducir ideas nuevas sobre la administracién académica. Igual a lo que me dijo el Prof. Tola, el
Prof. Ampuero también me dijo que en nuestras universidades siempre hay dificultades que superar
por razones conocidas.

Un Seminario sobre Topologia. En diciembre de 1960 tuve la sorpresa de recibir del Brasil
un abultado paquete; el Profesor Leopoldo Nachbin, un lider de la matematica brasilena de entonces,
me envié un conjunto de publicaciones, Notas de Matematica del IMPA, todas ellas con titulos muy
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sugestivos. Entre ellas venian Topologia General de S. Mac-Lane y Topologia de los Espacios Métricos
de Elon L. Lima; estas eran las publicaciones que de algiin modo entendi algo. Al inicio del verano de
1961 visité al Prof. Ampuero y dentro de la conversacién le manifesté sobre tales publicaciones; surgié
la idea de estudiar la publicaciéon de Mac-Lane sobre topologia, idea que se concreté al poco tiempo.

Se trabajaria en forma de seminario, yo haria las exposiciones y el profesor las ampliaria, aclararia
las dudas y motivaria las discusiones del caso. Las sesiones se hicieron en el local de matematicas en
la Casona donde Don José disponia de un escritorio y de un amplio salén con una amplia pizarra.
Estudiamos gran parte de la publicacién haciendo las pruebas de los teoremas; para mi era la primera
vez que participaba de un seminario, de estudiar y aprender matemaética con esa metodologia. Esta
experiencia me sirvié de mucho pues el Prof. O. Valdivia que dictaba el curso viajé al extranjero a
seguir sus estudios y el Decano de la Facultad me nombré como profesor del curso lo que asumi con las
reservas del caso pues no habia llevado el curso en el programa de mis estudios; ademas, la topologia
era toda una novedad en Trujillo, era raro que en matematica se trabaje con figuras curiosas; con la
experiencia del seminario y estudiando la publicacién de E. Lima creo que salié un regular curso. En
julio de 1962 viajé al Brasil, a Brasilia, para hacer estudios del Maestria y mi relacién con Don José
se interrumpié por un tiempo.

En el aspecto personal José Ampuero opté el grado de Bachiller en Matematica en una época
que obtener este grado era algo relativamente dificil; eran pocos los bachilleres que habian y si varios
egresados. El obtener el doctorado era algo més raro, quien sabe porque atin no habian las condiciones
administrativas para impulsar este grado; asi, Ampuero adquiere su Doctorado después de un buen
tiempo. Por otro lado, Don José se casa con la dama Eva Cruzat Castello en 1949, matrimonio del
que naci6 su hija Eva Maria. Los anos pasan; llegamos a 1983, afio en que Don José se jubilé de San
Marcos luego de tantos anos recorridos, de satisfacciones compartidas con sus colegas, con sus alumnos
y con el ambiente de la universidad a la que dedicé tantos afios de estudios, de ensenanzas y sobre
todo de haber contribuido a las nuevas generaciones con sus lecturas y escritos.

Mis recuerdos con el Profesor Ampuero fueron siempre un estimulo para seguir adelante. Aun
cuando él tenfa cargos administrativos (afios 70's, 80's ) y lo visitaba , se daba un tiempo para conversar
y contarnos nuestras experiencias. Por sus méritos académicos, Don José es nombrado profesor emérito
de San Marcos en 1987. Su salud era un poco delicada, sufria de asma. Sus ultimos afios los paso
postrado en cama. El mal seguia. Asi, el 9 de diciembre de 1998 Don José Ampuero fallecié dejando
un gran recuerdo del Maestro y Amigo que tuvimos.

Dr. Alejandro Ortiz Fernandez
Profesor Emérito Vitalicio de la UNT.
Ex Profesor de la PUCP.
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Abstract

Mathematics is defined as the study and development of conceptual interpreted formal systems
that are closed by deduction. These systems are not merely syntactic in the manner of logistic
systems. They are interpreted, but their reference class is constituted by conceptual artifacts.
Mathematical constructs are human-made creations that exist solely within the context of a specific
formal system. Consequently, mathematics is devoid of any ontological import. The referents of
mathematics cannot exist independently of the human mind. The theory is consistent with any
general materialist worldview.

1 Introduction

Mathematics is indispensable for the formulation of scientific theories about the world [1, 2]. However,
there is no clear consensus on what kind of objects mathematics refers to. For Platonists, mathematics
refers to things like numbers, sets, functions, manifolds, etc. [3]. They are willing to take this reference
class at face value and accept the existence of such entities in the world. Nominalists, of course, reject
such tolerance of abstract entities [4]. Some claim that mathematics refers to space-time points [5],
and others that it does not refer at all [6]. Some materialists claim that mathematical symbols refer
to themselves [7], i.e. to physical inscriptions. The variety of positions is wide, diverse, and somewhat
confusing.

I declare myself to be a materialist. I do not accept the existence of ghosts, God, numbers, sets,
functions, manifolds, etc. in the world. Nevertheless, I think that mathematics refers to some of
these objects. To reconcile these claims in a coherent theory of mathematical ontology is the manifest
purpose of this paper. The less obvious goal is to outline a philosophy of mathematics and to answer
some criticisms that might be made of these views. I make no claim to originality. Similar ideas have
been presented by several authors, most notably Vaihinger [8], Bunge [9, 10], Curry [11], Bueno [12],
Woods [13] and myself [2]. However, the approach I will present and some details can claim novelty.
Of the cited authors, only Bunge considered himself a materialist. My ultimate goal is to offer the
scientist a theory of mathematics that is fully compatible with a materialist worldview [14].

I will begin with some preliminary remarks on formal languages, since I think of mathematics as
a family of formal conceptual systems in the tradition of David Hilbert, Haskell Curry [11], and Alan
Weir [15].

2 Preliminaries: formal languages and mathematics

Languages are conceptual and symbolic systems used for communication and representation. It is
common to divide languages into natural and formal languages. Natural languages are the result of
biological and cultural evolution. They play the role of a tool for communication. Because of how
they evolved, they can be vague and imprecise. Translation between natural languages developed
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in different socio-cultural contexts is difficult, if not impossible, because of semantic indetermination
[16, 17]. Formal languages, on the other hand, are designed to be free of these problems. They have
explicit rules for the formation of valid terms based on a primitive vocabulary that is also explicit.

2.1 Formal languages

A formal language is a conceptual system equipped with a set of rules for generating valid combinations
of symbols. A formal language L, is expressed in a metalanguage Lo, which can be formed by elements
of Ly and other languages (including natural languages), to avoid the formation of paradoxes. We can
represent a formal language L as a triplet:

Li=(S.,, R, Q). (1)

Here X, is a set of language primitives, R is the set of rules that provide explicit instructions on how
to form valid combinations of elements of ¥, and € is the set of objects denoted or designated by
the elements of Li. The set R is made up of three disjoint subsets:

R = Sgy U Sse U Pr, (2)

where Sy is a set of syntactic rules, S is a set of semantic rules, and Pr is a set of pragmatic rules.
The first set consists of rules for forming terms that are allowed in the language, the second set consists
of rules that relate terms of Ly to objects of the discourse domain 2, and Pr are pragmatic rules that
should be adopted for the correct use of the language in a given context.

In addition to these rules, inference rules are usually added. The most common ones are:

o Modus ponens (MP): If AN (A — B), then B.

o Generalization rule (Gen): If A, then (Vx)A(z), where x is a variable. In these inference rules,
all the symbols are those usual in first order logic.

Definitions can also be built into the language to simplify notation and reduce the complexity of
the various terms that will appear in the language. A definition is the elucidation of a new symbol in
terms of other primitive symbols.

The operation of deduction makes it possible to obtain valid formulas from other valid forms.
Deduction is the successive application of syntactic rules; the formulas obtained by deduction are
called theorems. We use the symbol F to mean “this is a theorem”. In particular, we say that a
system S of formulas is consistent if and only if =(S F ¢ A =¢) for all ¢ € S. The formula ¢ A —¢
is called a contradiction and is usually excluded from formal languages because ¢ A =¢ = B, where
B is anything. In most cases we are interested in languages that are consistent, especially when they
are used to represent extralinguistic objects. This is because things and events are not contradictory.
They just are what they are. Contradiction can only occur in our languages.

If a formal language is such that Sso = Pr = (), then the language is a logistic system. Logistic
systems, or abstract languages, are purely syntactic. They do not refer to anything, because referring
is a semantic relation.

2.2 Mathematics as a family of formal languages

Mathematics, instead, are a family of formal languages that clearly refer to entities such as numbers,
sets, functions, manifolds, equations, etc. These objects, however, are carefully constructed in the
framework of the corresponding mathematical theories. We shall call them, therefore, formal con-
structs or, more generally, conceptual artifacts. An artifact is something constructed by an intentional
agent with a given purpose. If the artifact is conceptual, then its components and links are not ma-
terial but created by a set of stipulations within a formal system. More specifically, we define:

Definition: An object x of a consistent formal system S is a conceptual artifact if, and only if,
there is a well-formed set C' such that x € C and C is specified in S.
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C includes a subset of formation rules in S. Torretti [18] argues that this definition is circular
because it invokes a conceptual artifact: the set C'. But for every set C' there will be another formal
system S’ such that C' € C’. What, then, about the set of all sets of conceptual artifacts? Since
such a set cannot be formulated consistently [19] (i.e. it is ill-formed), it is not a conceptual artifact.
Then, there is no circularity in our definition. Conceptual artifacts can only be introduced by their
characterization in consistent formal theories.

We can now define mathematics as follows [2]:

Definition M1: Mathematics is the set of all mathematical systems,
where,

Definition M2: A mathematical system is a consistent formal system such that the semantic rules
relate symbols in the system with conceptual artifacts, which are formed in accordance to constitutive
rules that are exempt from any vagueness or ambiguity.

A statement in a mathematical system will be true if, and only if, the statement can be proved
within the system, i.e. P is true in S iff S F P. Then, truth, in mathematical theories, is equivalent
to theoremhood.

Formal systems, and hence mathematics, are human creations. They are exact because the precise
formation rules of their formulas are made explicit. They are conceptual because they are independent
of any material object (with the exception of the human beings that create them). Formal systems
exist only to the extent that there are people capable of thinking them. This does not mean they
are subjective. They are perfectly impersonal and intersubjective. Any person can use the formation
rules of the system to check the validity of all statements. Mathematics, therefore, is exempt from the
vagueness that plagues natural languages. This is why mathematics is so useful for factual sciences:
it provides an exact and unambiguous framework to express our ideas about the world.

2.3 Reference and meaning in mathematics

The meaning of mathematical terms is a two dimensional concept that we attribute to the term after
the analysis of the particular system where the term occurs. Let us call T to a specific mathematical
theory. A theory is a set of statements such that the set is closed under the operation of deduction,
ie. T = (A,}), where A is a set of independent statements called axioms. Given a term z in a theory
T, we define the meaning of x (denoted by Mr(x)) as

Mr(z) = (Rr(x), Sr(x)). 3)

Here, Rr(x) is the reference of x in T' and Sp(x) is the sense of x in T [20, 21, 2]. The reference is
a relation between the term (symbol or chain of symbols) and a conceptual artifact. In the case of a
predicate, it can be defined as the set of all its arguments. To illustrate, the assertion ‘real numbers are
commutative with respect to multiplication’ refers to the domain of real numbers. It should be noted
that the term “reference” is distinct from “extension”. The statement ‘—~Jx(z isprime A 8 < z < 10)’
has an empty extension but refers to prime numbers.

In regard to the sense of a mathematical construct, it is defined as the union of all the items in a
theory that entail or are entailed by it. In symbols, we have that Sp(c) = {z: a2 bk c} U{y:ctky} =
Ar(c) U Jr(c), where Ar(c) is the purport or logical ancestry of ¢ and Jr(c) is the import or logical
progeny of ¢ in T

It is my contention that mathematics is not, as some have suggested, a meaningless collection of
symbols or inscriptions. Rather, it is a system of formal theories whose terms have a well-defined
meaning. This is why we can comprehend them, grasp their referents, and discern their implications.
Does this entail that I accept the existence of conceptual artifacts such as Hilbert spaces, numbers, or
sets? No, it does not.
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3 What is ‘to exist’?

In any discourse, there are two types of commitments: quantifying commitment and ontological com-
mitment. Quantifying commitment is made to objects that are within the range of the variables
of our quantifiers. Ontological commitment is incurred when we commit to the factual existence of
certain objects. However, despite Quine’s view [22], quantifier commitment does not involve onto-
logical commitment. This can be shown by distinguishing between partial quantifiers and existence
predicates. The objective is to refrain from interpreting the existential quantifier as carrying any on-
tological commitment. In contrast, the existential quantifier merely indicates which objects fall under
a given concept (or possess certain properties). The objects in question constitute a subset of the
entire domain of discourse. To indicate that the entire domain is invoked (i.e., that every object in
the domain has a certain property), a universal quantifier is employed.

In the traditional “Quinean” reading of the existential quantifier, two distinct functions are grouped
together: (i) to affirm the existence of something, on the one hand, and (ii) to indicate that the entire
domain of quantification is not considered, on the other hand. It is preferable to maintain these
functions separated. I recommend that a partial quantifier (i.e., an existential quantifier devoid of
ontological commitment) be employed to indicate that only a subset of the objects within the domain
are being referred to. Then, an existence predicate can be introduced to express existence assertions.
By distinguishing these two roles of the quantifier, it is possible to gain expressive resources.

Let us suppose that “3” is used to denote the partial quantifier and that “E” is used to denote
the existential predicate. In this case, we can express the following: Jz (Fxz A —=Ez). This can be
interpreted as “some objects have property F' and those objects are not real” (i.e. do not exist).

Logical quantification merely establishes a correspondence between individuation and formal co-
herence,

3z f(z) & {z: f(2)} #0, (4)

where () = {x : x # x} is the empty set. This means that formal existence implies nothing more than
being free of contradictions. If we abstain in mathematics of using the existential predicate “E”, we
shall remain free from ontological commitments. When we refer to something in mathematics, we
refer to a consistently defined conceptual artifacts. But we are not saying that such artifact exists in
the world, independently of the formal system where it is introduced.

4 Formal existence is contextual

Since truths about mathematical artifacts always depend on the corresponding formal context in
which they are defined, mathematical truths are analytic and independent of the world (although
mathematical statements are not tautologies, as Wittgenstein and his followers once thought). For
example, if we introduce an operator 7™ that expresses “the proposition (...x...) is true in the system
M?”, we can write that

Fz) TM(...). (5)

If M is the theory of integers, an instance of this could be “it is true that there exists an integer
less than 4 and greater than 2”. But this does not imply that there is a material object called “3”.
This proposition is true in M, not in the world. Existence in a formal systems is contextual, i.e. it is
valid only within the system where the formation rules were introduced.

5 Conceptual references are fictional

Fictionalism is a view of the nature of mathematical objects. The central point of the fictionalist
approach is to emphasize that mathematical entities are fictional entities. They have attributes similar
to those of fictional characters such as Sherlock Holmes or Hamlet. The fictionalist’s proposal is to
view mathematical objects as conceptual artifacts. Artifacts of any kind, material or conceptual, are
human creations. In the case of conceptual artifacts, they do not actually exist, they do not have
causal power, they do not interact with material objects, they are not located in spacetime, and so on.
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In other words, they are not real in the sense that they are fictional objects created by the intentional
acts of their authors. Thus, they are introduced in a particular context, at a particular time. However,
unlike fictional characters in stories, mathematical artifacts are not free creations, but are constrained
by strict rules established in the context of a mathematical theory. They are fictions, yes, but of a very
special kind: mathematical entities are created when constitutional principles are proposed to describe
their place and function in a formal system, and when consequences are drawn from those principles.
What they share with fictional entities is that we refer to them as if they were real, assuming that it is
understood that we are referring to a formal context in which they are defined. This context is created
by mathematicians through the activity of their brains and presented to other people in publications,
conferences, and electronic devices.

The mathematical entities thus introduced also depend on (i) the existence of particular copies of
the works in which the constituent principles were presented (or memories in particular individuals of
those works), and (ii) the existence of a community capable of understanding them. It is correct to say
that the mathematics of a particular community has been lost if all copies of its mathematical works
have been lost and there is no memory of them. Of course, if other mathematicians reintroduce the
same formation rules and adopt the same inference rules, the context and the corresponding artifacts
will be recreated so that we can refer to them again. This has happened many times in the history
of mathematics. I think, for example, of Pascal’s rediscovery of Euclidean geometry, or Heisenberg’s
rediscovery of matrix algebra.

Thus the mathematical entities introduced by the relevant constitutive principles turn out to be
contingent, at least in the sense that they depend on the existence of certain concrete objects in the
world, such as human beings and their mathematical works. They do not exist independently of the
people who invent them. Fictionalism is a materialist theory of mathematics because it does not
postulate abstract entities independent of the human mind.

The fictionalist insists that there is nothing mysterious about how we can refer to mathematical
objects and have knowledge about them. Reference to mathematical objects is made possible by
works in which the relevant constitutive principles are formulated. In these works the corresponding
mathematical objects are introduced. The principles specify the meaning of the mathematical terms
as well as the properties of the mathematical objects. In this sense, the constitutive principles provide
the context in which we can refer to and describe the mathematical objects in question as if they were
real.

Our knowledge of mathematical objects is obtained by examining the attributes of these objects in
the context in which they are incorporated, and by drawing consequences from the principles according
to which we introduce them into formal systems. It does not require any special intuition about an
abstract world.

6 Discussion on objections

The main criticism of the philosophical approach I have presented here has been made by J.-P. Mar-
quis, in his reply to Bunge’s version of fictionalism [23, 24]. One of the points raised by Marquis is
“What distinguishes mathematical conceptual systems?”. He claims that Bunge’s characterization of
mathematics based on three main requirements ! can also be applied to, for instance, metaphysics:

One could argue that there are large parts of philosophy, at least as it is traditionally con-
ceived, that satisfy these three properties. For instance, metaphysics is purely conceptual;
philosophers posit and conjecture general patterns and some philosophers try to prove or
disprove some of their conjectures. In fact, Bunge’s own work in ontology seems to fall
under this characterization. I, for one, am far from being satisfied by this enumeration.
[23].

1“What makes the mathematical study of conceptual systems unique is that (a) it is purely conceptual (i.e. does
not make essential use of any empirical data or procedures) and it involves, at some point or other, (b) positing or
conjecturing the laws (general patterns) satisfied by the members of those conceptual systems, as well as (c¢) proving or
disproving conclusively some such conjectures.” [9]
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I do not think that metaphysics is purely formal, as Marquis claims (see [2]), but is informed
by the special sciences, such as physics or biology. However, the criticism does not apply to my
approach, since I do not claim to characterize mathematics as a family of formal systems from Bunge’s
desiderata. Rather, I think that what distinguishes mathematics as a formal system from other
conceptual constructions or systems is that mathematics is exact (in the sense that it is free of
vagueness?), consistent (in the sense that it does not contain contradictions), has both syntactic
and semantic rules for the formation of valid expressions along with inference rules, and never refers
to entities supposed to exist independently of the formal system.

Marquis raises a second objection in ref. [23] to the claim that conceptual artifacts are fictions.
He states:

Why is it that mathematical ideas, creations of the human brain, do not have properties
linked to this creation? Why don’t they have historical properties, reflecting some peculiar
socio-historical aspects of the society in which they were created? Or properties of the
mathematicians, of their personality? Why don’t they have neurophysiological properties?
[23]

The answer is that mathematicians construct mathematical systems and theories in this way,
from constitutive principles devoid of any reference to historical, personal, cultural, or psychological
features. Once the constitutive rules are fixed, the mathematician’s work is to determine what follows
from them. Since reference is invariant under the operation of deduction, it is irrational to expect
historical or psychological aspects to appear in the theorems or definitions of subsequent derivations.
Bunge himself is very clear on this point.

Far from being totally free inventions, mathematical objects are constrained by laws (ax-
ioms, definitions, theorems); consequently they cannot behave “out of character” — e.g.,
there can be no such thing as a triangular circle, whereas even mad Don Quixote is occa-
sionally lucid. [10]

Marquis goes even further, asserting that mathematical constructs are not free creations but are,
in fact, conditioned by our cognitive biases, which were formed in our natural and social evolution.

Indeed, if our numerical and geometrical abilities lie in neurological systems that are in-
dependent of language, we can expect that our experience of this knowledge will have a
quality that goes beyond language and, in some sense, explicit consciousness. This would
account in part for our feeling that mathematics is something that lies beyond and behind
our conscious experience, that it is something that we discover. And, indeed, in a very
specific sense, we do. [23]

Our cognitive abilities developed by evolution undoubtedly favor brain operations such as counting
and grouping. This in turn inspires mathematicians to formulate certain constitutive rules or axioms.
Once they are imposed and a system is formed, all discoveries are related to the implications of the
rules in the system. It is a simple fact that no mathematical artifact has ever existed independently of
a human brain that thought about it. Furthermore, no mathematical artifact has been autonomous or
changed of properties (attributes) within that system. Of course, other human beings could explore
other systems, obtained from the first one through modifications of the rules. This is evidenced by
the development of non-Euclidean geometries from the Euclidean one, and other similar examples.

In a more recent work, Marquis [24] directly challenges Bunge’s assertion that mathematical arti-
facts are mere fictions, existing only in a given formal context but not in reality. If a conceptual object,
such as a mathematical artifact, is to be defined within the context of a mathematical system, then
the system itself must be considered. Is it real or a mere fiction? We have argued that mathematical
systems are formal systems where semantic rules connect conceptual artifacts with symbols of the
system. Marquis would argue, perhaps, that some forms of art also do the same. That is true, but

EDICION 2025

For a formal definition of vagueness, see my book Scientific Philosophy, chapter 2 [2].
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mathematical systems, contrary to artistic systems, are consistent and exact. In art, interpretation
is often ambiguous and consistency is not necessarily a requirement. In fact, much of the expressive
power of art is based on such an ambiguity.

Marquis then advocates for a structuralist approach. He boldly asserts that “mathematics is about
structures”. In his own words:

For a mathematical theory to be a structuralist theory, it should be possible to prove
that the following claim is a metatheorem: given any property P in the given language
L of the theory T, for all objects, of the theory, if P(X) and X = Y, then P(Y). In
words, a theory is a structuralist theory if the provable properties of the theory are only
those that are invariant under the proper notion of isomorphism. This says precisely that
mathematics is about the properties and relations expressed in the proper language and
that the underlying objects merely fill in the places to be filled in the relations of the theory.
The specific nature of the objects is totally irrelevant. It is in this sense that mathematical
objects are not the central concern and that they are always part of a system [24].

While Marquis does not explicitly state this, it is likely that the symbol = represents the concept
of “isomorphic to”. This structuralism is perhaps a viable approach for abstract algebras, but not
for any interpreted mathematical system. Mathematics is concerned with the study of fundamental
concepts such as the number 4, the ratio of the circumference of a circle to its diameter (m), the
exponential function, and geometrical objects as triangles or spheres. It is not in accordance with the
tenets of mathematical practice to downplay the significance of such entities. Conversely, in physics,
invariant properties and covariant law statements are the norm. This suggests that physics should
be regarded, in Marquis view, as a subfield of mathematics. Nevertheless, the majority of physicists
would be reluctant to espouse such a perspective.

7 Conclusions

I have presented a materialist theory of mathematics based on an understanding of mathematics as a
family of formal systems that are interpreted only conceptually, in the sense that they refer excessively
to conceptual artifacts. These artifacts are human creations, but not completely free creations, since
they are subject to strict constitutive rules introduced into the system that make them exact, i.e. free
from vagueness. Mathematical objects share with fictional creations the fact that they are creations of
the human brain with no independent existence, although, unlike literary fictions, they are necessary
within a closed system once the constitutive principles have been made explicit. The main points of
this view can be summarized as follows:

(1) Mathematical knowledge: Understanding and thus knowledge of mathematical entities, as well
as knowledge of fictional entities in general, is the result of producing adequate descriptions of the
objects in question and drawing consequences from the assumptions made to define them.

(2) Reference to mathematical objects: How is reference to mathematical objects accommodated
in the fictionalist’s approach? The formative principles adopted specify the attributes of the math-
ematical objects to be introduced. It is possible to refer to the objects in question as those objects
that have the corresponding attributes. Mathematical reference is always contextual: it is made in
the context of the constitutive principles that give meaning to the relevant mathematical terms.

(3) Application of mathematics: For the fictionalist, the application of mathematics to reality is a
matter of using the expressive resources of mathematical theories to accommodate various aspects of
scientific discourse. The only requirement is that the mathematical theory be coherent, that is, free
of contradictions. Thus, the criterion of truth in mathematics is internal coherence.

To conclude: Mathematics can be understood as the study and development of fictitiously inter-
preted formal systems that are closed by deduction. These systems are not purely syntactic like logistic
systems. They are interpreted, but their reference class consists of exact conceptual artifacts. They
are mental constructs produced by human beings that exist only in the context of a given formalism
into which they are introduced. Therefore, mathematics has no ontological import. The referents of
mathematics cannot exist independently of the human brain.
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Resumen

Dentro de los tantos mitos que rodean al pitagorismo, uno de ellos destaca como un crimen:
el asesinato de Hipaso ahogado en el mar. Dentro de los motivos aducidos para tan indigno acto
aparece la revelacién de los misterios del dodecaedro. En este ensayo analizaremos algunos de los
documentos histéricos que dieron pie al mito y también mostraremos de manera rigurosa cuéles
son los supuestos misterios del dodecaedro, el sélido platénico magno.

1. Resena de un supuesto crimen intelectual

En la abundante biografia de Pitdgoras escrita por Idmblico y recogida en la famosa compilacién
de Guthrie ( [4], pag. 79), se lee:!

Como Hipaso que, a pesar de ser reconocido como un pitagdrico, encontré sin embargo en
el mar la ruina de los impios, como consecuencia de haber divulgado y ensenado el método
de encerrar doce pentdgonos en una esfera, método cuyo descubrimiento se le atribuia. No
obstante, como todo conocimiento de geometria, era producto de la mente de el hombre,
que era la frase usada para referirse a Pitdgoras.

La cita habla de una ejecucién: encontro en el mar la ruina de los impios. Lo que no parece muy
claro es el supuesto delito que la provocd. ;Se le reclamaba a Hipaso de Metaponto la divulgacién de
un secreto sectario? ;O se le juzgd por acreditarse un conocimiento que la secta atribuia a su jefe y
méximo exponente? En cualquiera de los dos casos, el castigo se ve harto excesivo, pero en la historia
del mundo el sectarismo ha dado para eso y para cosas mas terribles adn.

La crudeza del hecho da incluso para pensar en alguna exageracién con fines de moraleja, pero
el pitagorismo ha sido histéricamente una fuente de misterios, derivados todos de una evidente falta
de material escrito contemporaneo con los protagonistas, producido por ellos mismos, aun cuando
Dibgenes Laercio niega la supuesta carencia de tales materiales por falta de produccién del jefe de
la escuela, a quien le atribuye, al menos nueve obras. Otras, segtin la misma fuente, eran de autores
distintos que firmaron usurpando el nombre de Pitagoras, entre ellos el mismo Hipaso, con supuestos
fines de descrédito.?

Todo esto pareciera hablar de cierta inquina alrededor de la persona de Hipaso y, quizas, hasta
de alguna rivalidad del destacado alumno con su celoso maestro. Desaveniencia que, en la nube his-
térica que ha empanado la mirada hacia el pitagorismo, hace aparecer al metapontino como creador
o divulgador indistintamente de la (también supuesta) crisis de los inconmensurables tanto como del
tema que nos ocupa relacionado con el dodecaedro, es decir el método de encerrar doce pentdgonos
en una esfera, al que se refiere Iamblico en la cita anterior. Nuestra fuente para esta afirmacion es el
mismo Idmblico, ya que en [4], pdg. 116 leemos que la divulgacién, a personas indignas, del secreto

'La traduccién del inglés es nuestra. Con otra redaccién, la cita se consigue también en Heath, ( [5], vol. 1, pag. 160).
2 Al respecto se puede consultar a Diégenes Laercio: [1], vol. II, pag. 102 o [4], pag. 142.
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de las magnitudes conmensurables e inconmensurables trafa para el infractor un castigo moral (sim-
bélico, segiin Guthrie) en la forma de la construccién de una tumba, como si ya hubiera muerto. A
continuacién, Iamblico retorna a la persona de Hipaso y rememora el dodecaedro y el castigo, no tan
simbdélico, del ahogamiento que, segun él, fue ordenado por el propio Poder Divino. No obstante, al
final del parrafo comparte la duda de si el castigo tuvo que ver mas bien con los inconmensurables.

Lo tnico claro de todo esto es que hay confusion, pero la confusién parece inherente al legado
pitagorico al punto de que Platén, admirador decidido de Pitdgoras y sus aportes, lo menciona por
su nombre en multiples parrafos agradecidos; no obstante Aristoteles, alumno destacado y critico de
Platén, usa “los pitagéricos” para referir la fuente de dichos aportes, ignorando por completo el nombre
propio, a pesar de la frecuencia con la que recurre a ellos, en libros como Fisica o Metafisica.

Con confusion o sin ella, lo que la tradicion ha dado en llamar legado pitagorico tiene resultados
muy concretos que mantienen importancia y algunos vigencia. Podemos nombrar:

= Jos fundamentos de la teoria de nidmeros, entendiendo como tal las propiedades de los ntime-
ros naturales, con la creacién de conceptos como multiplos, divisores, paridad, primos y otros
relacionados;

= la suma de los angulos internos de cualquier triangulo alcanza un angulo llano;

= el conocido teorema de Pitdgoras, relativo a los cuadrados construidos sobre los lados de un
tridngulo rectangulo, aunque puede extenderse a cualquier otra clase de figuras distintas a los
cuadrados;

= los problemas de aplicacion de dreas, expresables hoy mediante identidades y ecuaciones polino-
miales de segundo grado;

= las magnitudes conmensurables e inconmensurables, germen de los actuales conceptos de ntimero
racional e irracional;

= el descubrimiento del hoy llamado numero de oro, que en los Elementos de Euclides se identifica
como division en extrema y media razomn;

= el estudio de las figuras tridimensionales de caras poligonales congruentes, hoy conocidas como
solidos platonicos que, segin Proclo?®, fue el leit motiv de los Elementos de Euclides.

En la enumeracién hemos nombrado varias veces los Elementos de Euclides, puesto que en este
texto historico del siglo III a. C. aparecen todos estos resultados dispersos a lo largo de sus trece
volimenes. De hecho, los solidos platénicos cierran la obra, mostrandonos el autor los procedimientos
de construccién de dichos sélidos, asi como la demostracién de que solo puede haber cinco de tal
naturaleza.

Los aspectos de la lista anterior no estan aislados entre si, existen intimas conexiones entre ellos,
pero los tres dltimos son los que definen el embrollo del asesinato de Hipaso. Como moéviles del crimen
se suele identificar (ya nos lo mostré Iamblico) a los inconmensurables y al dodecaedro. Ahora bien,
la inconmensurabilidad abarcé en principio a la razén entre la diagonal y el lado de un cuadrado,
problema que en la actualidad conocemos asociado al ntimero irracional v/2. El cuadrado fue objeto
predilecto de estudio para los pitagéricos, aunque posiblemente no lo fue tanto como el pentagono
regular que oculta en él una relacién altamente valorada, llamada por FEuclides la division en extrema
y media razén y rebautizada por la posteridad como razén durea. También para el pentagono la razén
diagonal-lado se mostr6 inconmensurable y el nimero que hoy la identifica se conoce, como es natural,
con el calificativo de nimero aureo y resulta ser

1+5
b=

Pues bien, el pentagono es la fuente del niimero de oro y el dodecaedro estd hecho de doce pentago-
nos. Lo que gand el nombre de platonicos para los poliedros regulares es la descripciéon de los mismos

3Ver [7] pag. 57.
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que hiciera Platén en su didlogo Timeo o de la Naturaleza, para lo cual puso tal descripcién en la
boca del personaje Timeo. El matematico actual se siente desconcertado y desilusionado con esta des-
cripcidn, pues se trata de una artificiosa composicién de tridngulos rectdngulos, unos isorrectangulos
(45° — 90° — 45°) y otros mitad de un equildtero (30° — 90° — 60°). Pero esta composicién particular
solo le sirve para cuatro de los cinco sélidos (tetraedro, hexaedro, octaedro e icosaedro), que estan
hechos de caras triangulares o cuadradas. Segin la cosmogonia de Timeo eran la forma de los atomos
de los elementos reconocidos hasta ese momento: fuego, tierra, aire y agua.

1, Qué queda entonces para el quinto sélido, ese que no puede componerse con los triangulos descritos
en el parrafo que acabamos de terminar, dado que los pentdgonos no los acogen? Pues. .. nada mas y
nada menos que ser la representaciéon del plano con el cual el mismisimo Dios construyé el Universo.
Asi termina Timeo su exposicién de los cinco sélidos, tal como puede verse en [6], pags. 690-691.

Como ya hemos dicho, los Flementos de Euclides concluyen en la construcciéon de los sélidos
platénicos, pero con una rigurosidad matematica que esta bastante alejada de la farragosa descripcion
de ellos en el Timeo, lo que lleva a la pregunta acerca de cudl era el proceder pitdgorico frente a
estos solidos: ;el farrago de Timeo o la rigurosidad de Fuclides? En esta tltima el papel que juega el
numero de oro en las demostraciones es central para dos de las figuras: el icosaedro y el dodecaedro. La
diferencia que vale la pena destacar entre ambos, a los efectos de nuestro tema, es que para el icosaedro
el pentdgono es un elemento auxiliar de construccién mientras que en el dodecaedro es esencial, puesto
que sus caras son pentagonales.

Si el asesinato de Hipaso fuera més alla del mito y pudiera adquirir estatus de verdad histérica,
deberiamos abrigar pocas dudas de que la erudicién euclidiana al respecto llegd directamente del
pitagorismo. Para una secta con pretensiones misticas, con conciencia de saber privilegiado y vision
aristocratica derivada de ese saber todos los ingredientes que conformarian el misterio estaban a la
mano: la presencia del pentagono y la estrella que formaban sus diagonales, que llegd a ser simbolo
de la propia escuela y recibié el nombre particular de Salud; la razén durea que aparecia en el corte
de esas diagonales; el hecho indeseado de que tal razén fuera una razoén entre inconmensurables; el
uso privilegiado de ella misma para construir el dodecaedro; la consideracion especial del dodecaedro
en la cosmogonia universal. Si Hipaso fue un inspirado antecesor de la divulgacion cientifica no supo
calibrar el contenido de herejia de su particular intento, en caso contrario fue un valiente racionalista
con una visién democratica harto riesgosa para su integridad personal.

Lo cierto es que poco menos de tres siglos después, todo el fardo mistico que pretendié embadurnar
de ocultismo unos conocimientos poderosos ya habia sido desechado. La obra de Euclides -sus Elemen-
tos y unos cuantos titulos mas que conocemos aunque no hayamos tenido acceso a sus contenidos- nos
presenta lo esencial del pitagorismo en su estructura netamente racional, tanto asi que el alejandrino lo
metamorfosea en un sistema de pensamiento que se convirtié en modelo para la matematica posterior
pero, muy particularmente, para la de los siglos XIX y XX.

En los Elementos de Euclides los historiadores de la mateméatica han reconocido la influencia
pitagorica, dentro de una tradicién de respeto al conocimiento racional que pasa por una gran cantidad
de pensadores cuyos nombres no son populares pero que giran como planetas alrededor de ese par
de soles que fueron Platén y Aristoteles para el pensamiento universal. Posiblemente Hipaso fue
el antecesor de Arquitas, Hipécrates y Eudoxo, quienes buscaron las piedras con las que Euclides,
Arquimedes y Apolonio construirfan el enorme edificio del cual fueron delicados arquitectos.

En lo que sigue trataremos de describir el transito que llevé a una de esas piedras a ser parte de
una destacada habitacién del edificio. El nimero de oro es la gema mas valiosa de la orfebreria que
significé la teoria de los poliedros regulares, vale decir, de los sélidos platénicos. En el conjunto de ellos
destaca el dodecaedro con sus doce caras pentagonales, el sélido que supuestamente fue el leit motiv
del sacrificio de Hipaso. Mostraremos un camino légico, desprovisto de connotaciones magicas, que en
la obra euclidiana va desde este nimero hasta el sélido. Pero, salvo al describir el propio dodecaedro,
dejaremos los detalles técnicos al escarbador que quiera inmiscuirse en las paginas del alejandrino.
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Figura 1: Separacion durea con regla y compas

2. Las pautas del camino

En el momento en que aparece la divisién en extrema y media razon -es decir la razén Aurea-
por primera vez en los Elementos* ni siquiera podia el autor usar ese nombre. La estructura teérica
de esta obra es rigurosa y la palabra razén tiene un significado muy especifico, que serd develado
al lector apenas en el quinto de los libros. Sin embargo, al final del libro II, especificamente en la
proposiciéon 11 (proposicion I1.11) se describe un método para separar un segmento cualquiera en
dos partes desiguales, de manera que el cuadrado construido sobre la parte mayor del corte tenga la
misma area que el rectangulo cuyos lados son el segmento completo y la parte menor del corte. El
procedimiento de dibujo, mostrado en la figura 1, sigue la siguiente pautas:

1. Se traza el segmento AB, que seré el objeto de la separaciéon propuesta.
2. Se gira el segmento perpendicularmente con centro A para obtener AD.
3. Se marca E, el punto medio de AD.

4. Se marca F' en Ezl tal que FF = EB.

5. Se marca C en AB tal que AC = AF.

El lector moderno no tendra mayor dificultad en verificar que la construccién anterior lleva a la
ecuacion

AC? = (AB)(BC)

que es la formulacién aritmética de la propuesta geométrica original euclidiana. Sin embargo, la ex-
presiéon

AB  AC

AC ~ BC’
para nosotros derivada inmediatamente de la anterior, estaba vedada por razones teéricas a Euclides.
Pero es esta ultima igualdad la que define a la razén durea: el segmento total es a la parte mayor del
corte como dicha parte mayor es a la menor.

El libro IV esta destinado, entre otras proposiciones auxiliares, a la construccién de algunos poli-
gonos regulares -inscritos y circunscritos- a circulos dados: el cuadrado, el pentagono, el hexadgono y
el pentadecdgono. Dado nuestro objetivo manifiesto debemos detenernos en el pentdgono. Para cons-
truirlo Euclides necesita un tridngulo auxiliar: un isésceles cuyos angulos de la base sean dobles del
tercer &ngulo. En nuestros términos esta claro que se trata de un dngulo de 36° — 72° — 72°. Para la
construccién de tal angulo es necesaria la divisién durea aprendida en la proposicion I1.11 y esto lo
muestra Euclides en la proposicién IV.10 para, de inmediato en la IV.11, construir el pentagono regular
inscrito, tal como se muestra en la figura 2, en la que primero inscribimos dentro del circulo dado el

“Las alusiones al contenido de los Elementos se pueden verificar en las referencias [2] y [3].
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Figura 2: Construcciéon de un pentagono inscrito.

AACD de 36° — 72° — 72° que ya sabemos construir.> Ese paso nos da tres puntos del pentdgono (A,
C' y D); los otros dos (B y FE) los obtenemos en la circunferencia intersectdndola con las bisectrices
de los angulos en C'y D.5

El concepto de razdn, imprescindible para la construccién de la matematica griega, entra en escena
en el quinto libro. No aspiramos al espacio de este articulo para explicar su complejidad, pero le sirvié
a los griegos para resolver los problemas asociados a su desconocimiento del ntimero real. En todo
caso, ya una vez armado con ese concepto, Euclides puede proceder a definir la divisién en extrema
y media razén -nuestra razén aurea- la cual presenta como la tercera definicién del sexto libro en los
términos que ya hemos comentado: un segmento de extremos A y B esta dividido en extrema y media
razén por un punto C' si la razén entre el segmento total y la parte mayor del corte es la misma que
la existente entre dicha parte mayor y la parte menor. En términos actuales seria

AB  AC

AC ~ CB’
entendiendo que la parte mayor del corte va de A a C. Nuestra expresién es completamente numeérica:
para Euclides se trataba de una comparacion de segmentos.

En el mismo libro VI, Euclides nos muestra un procedimiento para dividir un segmento dado
en forma Aurea pero, sorprendentemente, no apela al mismo procedimiento que nos ensend en la
proposicién I1.11. Més bien adorna su faena usando una técnica de construccién de paralelogramos,’
que hoy interpretamos como un estudio de las soluciones de ciertas ecuaciones de segundo grado.
Técnica que, en las manos de Apolonio, nos dio las definiciones de las secciones cénicas de una forma
bastante similar a como las conocemos hoy.

De aqui en adelante no nos topamos con la razén durea sino hasta el libro XIII, el dltimo de la
serie, donde el alejandrino construye con rigor detallista cada uno de los sélidos platonicos. Previo
a ello, el libro contiene alguna teoria faltante y necesaria sobre el niimero de oro. Haremos seccion
aparte para el comentario debido.

3. El nimero de oro en el libro XIII

Salvo por un factor positivo, todo segmento separado en razén aurea puede mirarse como en la
figura 3, en la que
1+5
=

2

Esa observacion es ttil para hacer un algebra de ¢. Por ejemplo, de

AB AC
AC  CB
SPreviamente Euclides nos ha ensefiado a inscribir en un circulo dado tridngulos semejantes a otros.
SEl dibujo contiene cuatro diagonales del pentédgono. Si dibujaramos la quinta, es decir BE, verfamos la estrella de

cinco puntas que era el signo de la hermandad pitagérica; habia un nombre para ella en la congregacién: Salud.
"Los llamados problemas de aplicacién de dreas.
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obtenemos

ademaés de dos importantes ecuaciones de caracterizacion aritmética:
2 ].
P =p+1 y o p—1

las cuales nos dicen que ¢ es el inico nimero positivo cuyo cuadrado se obtiene al sumarle 1 y su inverso
al restarle 1. No creemos que pueda suponerse que alguna de estas visiones (llamémoslas aritméticas
o algebraicas) pasaran por la mente de Euclides. El profano harfa mal esperando encontrarse con ellas
en el texto de los Elementos; en su lugar vera bellos razonamientos sobre figuras.

El libro XIII comienza con seis proposiciones cuya vision se nos simplifica hoy aprovechando la
aritmética que define el parrafo anterior. Por ejemplo, XIII.1 afirma que en la separaciéon durea el
cuadrado construido sobre la adicién del segmento mayor a la mitad del total quintuplica en area al
cuadrado construido precisamente sobre la mitad del total. Usando la aritmética del parrafo anterior,

la afirmacién ) )
AB AB
(s A2y s (42°)

90+1>2 <<p+1>2
r ") =5(IT—=
(SO+ 5 5 ;

que no debe ser de dificil verificacion al lector.

De mucha utilidad en la construccién de los sélidos es también XIII.4, que nos dice que el corte
aureo hace que los cuadrados construidos, uno con el segmento completo y otro con la parte menor
de la separacion triplican juntos en area al construido con el segmento mayor, esto es

se traduce en la siguiente identidad

AB? + BC? = 3AC?

0, aritméticamente
(p+1)? +1=3p%

Es en el libro XIII que Euclides nos muestra, en la proposicion 8, que las diagonales del pentagono se
cortan en razén durea y la parte mayor del corte es igual al lado del pentdgono. Algunas proposiciones
siguientes a esta establecen relaciones métricas entre los lados de los poligonos regulares inscritos dentro
del circulo. Por ejemplo, la proposicién 9 dice que los lados de hexagono y deciagono estan en relacion
aurea, mientras que la proposicién 10 nos informa que los lados de deciagono, hexagono y pentiagono
dispuestos en tridangulo forman un tridngulo rectangulo cuya hipotenusa es el lado del pentigono.
Finalmente, antes de entrar a la construccién de los sélidos, se nos hace saber en la proposicién 12
que el cuadrado construido con el lado del tridangulo equilatero triplica en area al cuadrado construido
con el lado del hexdgono que, por otra parte, es igual al radio del circulo.®

Las proposiciones 13 a 17 muestran con riqueza de detalles la construccién de los cinco sélidos
platénicos. El plan de Euclides es similar para todas las demostraciones. Primero fija el diametro de la
esfera donde se inscribird el solido; con esa dimensién define un procedimiento para construir las caras
del poliedro; demuestra que ese procedimiento produce caras congruentes y vértices situados sobre la
esfera dada; finalmente compara las longitudes de las aristas del sélido con el radio de la esfera.

8Todos estos resultados son muy ttiles en la compleja construccién del icosaedro, realizada en la proposicién XIII.16.
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A pesar de lo fino del razonamiento, los dibujos euclidianos, totalmente carentes de perspectiva,
dificultan la lectura de las demostraciones. Con el objeto de suavizar un poco esta dificultad, las hemos
redisenado en tres dimensiones apoyandonos con la aplicaciéon Geogebra, menteniendo intacto (salvo
uno que otro detalle menor) el razonamiento euclidiano. Las hemos puesto en la red en las siguientes
direcciones:

Tetraedro: https://www.geogebra.org/m/xb3eykhw §§f§
Octaedro: https://www.geogebra.org/m/dhvtnekn %
Hexaedro: https://www.geogebra.org/m/vénfzckx %
Icosaedro: https://www.geogebra.org/m/ebhyey29 %
Dodecaedro: https://www.geogebra.org/m/yup9bptz %ﬁ

Dedicaremos la seccion final de este ensayo a la construcciéon del dodecaedro, usando los dibujos
obtenidos de la presentacién Geogebra anterior. No entraremos en la consideracién métrica, pues esta
nos introduciria en terrenos dificiles de los Elementos que podemos dejar para un ensayo posterior.

4. Los secretos del dodecaedro

Expondremos a continuacién, con el detalle que nos provee Euclides, la construcciéon del dodecae-
dro. La lectura de esta secciéon nos exigirda algo de ejercicio matemético concentrado. El lector que
tenga a su mano una buena versién de los Elementos disfrutara de una vision que el autor alejandrino
no pudo dar, porque estaba ocupado en preparar las pautas civilizatorias que nos llevarian a esa visién
moderna, asi que guardemos los juicios duros en el maletin de la prudencia. El razonamiento que
leeremos -que también podemos conseguir en el enlace que dimos en la seccidon anterior- es el mismo
de Euclides y la notaciéon que usaremos para identificar los puntos de la figura es la que encontramos
en Heath ( [2], vol. III, pags. 493-498). La razon de la seleccién es que se trata de caracteres latinos
que (a nuestro juicio) hacen mas facil seguir el razonamiento. Otras versiones usan letras griegas.

D
| !!
A
E
G N
B

(a)
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Figura 4: Construccion del dodecaedro: las caras

Todo comienza, tal como vemos en la figura 4, con el cubo ya construido en la proposicién XIII.15 el
cual, soportard cada cara del dodecaedro en una de sus doce aristas. La parte (a) de la figura muestra el
cubo y las caras ABCD y BCFE que se intersectan en la arista BC, que seré el soporte del pentdgono.
i De qué manera? Las caras comentadas las hemos separado cada una en cuatro cuadrantes que emanan
de los centros P y @ de las propias caras. H, L, K, G, M, N, O son puntos medios de las aristas
sobre las que se ven en el dibujo. Los segmentos PN, PO y QH se separan de manera aurea por los
puntos respectivos R, S y T, de forma que la parte mayor de la separacién contenga el punto central
de la cara (P o Q).
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A continuacién, como muestra la parte (b) de la figura, se levantan segmentos perpendiculares
desde los puntos de separacién hacia fuera del cubo, todos iguales a la parte mayor de la division
aurea realizada. Identificamos como U, V, y W los extremos de estos segmentos. Tenemos entonces
cinco puntos U, B, W, C'y V que unimos en pentagono, tal como se indica en la parte (c) de la figura
4. ;Se trata de un pentagono regular?

Figura 5: Construccion del dodecaedro: la métrica

Para demostrar que si, Euclides necesita tres cosas: (1) que sus lados sean congruentes (equilate-
ralidad), (2) que los cinco vértices estén en un mismo plano (coplanaridad) y (3) que los cinco dngulos
internos sean congruentes (equiangularidad). Las tres partes de la figura 5 nos ayudardn a dar las
respuestas respectivas.

Para llegar a la equilateralidad, la parte (d) muestra el trazo del segmento RB. Como R corta
a PN en forma &urea, la proposicién XIIL.4 asegura que PN? + RN~ = 3PR?. Pero PN = NB
y PR = RU, por lo cual NB? + NR?> = 3RU?. Por otra parte, el teorema de Pitdgoras dice que
NB? + NR?> = BR?, lo que conduce a que BR? + RU? = 4RU?. También es cierto que ABRU es
rectdngulo en R, por lo que BR? + RU? = BU? y entonces BU? = 4RU?, o mejor BU = 2RU. Pero
también VU = SR = 2PR = 2RU, lo que trae como consecuencia VU = BU: dos lados del pentagono
son iguales. Razonamientos similares, apoyados en S 'y T" demuestran que los cinco lados son iguales.

La demostracién de la coplanaridad de los vértices (parte (e) de la figura 5) arranca desde la
consideraciéon de X, el punto medio de UV, sobre el cual construimos el PX, paralelo y de igual
longitud a RU y SV. Tracemos los segmentos X H y HW. Como T es punto de divisién durea de QH

entonces
QH _ QT
QT TH'
Pero HQ=HP y QT =TW = PX, por lo cual
HP TW e
X - TH PX |TH,HP | TW,

implican que AXPH ~ AHTW, lo que lleva a paralelismo y consiguiente colinealidad de XH y HW,
lo que es suficiente para demostrar la coplanaridad que procuramos.

Demostraremos ahora la equiangularidad, apoyados en la parte (f) de la figura 5, para ello tracemos
los segmentos SB y VB. Por construccién, PN estd cortado en razén durea por R (PR > RN)
y PR = PS, por lo tanto, segtin la proposicién XIIL.5, NS estd cortado en razén &urea por P
(NP > PS); entonces

NS? + SP? = 3N P2

Pero NP = NBy PS =S5V, de donde

EDICION 2025

NS? 4+ SV? =3NB2
Sumando N B? a ambos lados de esta igualdad tenemos

SVZ4 (NS? + NB?) = 4NB?,
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por lo que, aplicando el teorema de Pitdgoras al ASN B,
SV? 4+ SB? = 4ANB?,

y aplicdndolo de nuevo sobre el AVSB esta tltima igualdad no es otra cosa que VB? = 4NB? o,
mejor todavia, VB = 2NB. Pero BC' = 2BN, lo que implica que BC' = BV y, por el criterio LLL,
ABCW =2 ABVU, lo que garantiza la igualdad de los dngulos del pentdgono en los vértices W y U.
El razonamiento se puede repetir usando R en vez de S, y se obtiene la igualdad de los angulos en los
vértices V' y W. Con estos tres vértices basta para garantizar la igualdad de los dos d4ngulos restantes.’

Figura 6: Construccion del dodecaedro: la esfera

Llegado a este punto, Euclides da por hecha la construccién del dodecaedro, puesto que el cubo
tiene doce aristas. Nosotros pensamos que, para convencernos de la conexién entre las caras del solido,
no es mala idea dibujar una cara adicional sobre la arista DC perpendicular a BC, la que acaba
de servirnos de soporte. La parte (g) de la figura 6 muestra la construccién, usando dos segmentos
auxiliares adicionales que salen perpendicularmente de las caras del cubo. Pero atin queda pendiente
la tarea de demostrar que los nuevos vértices estan sobre la misma esfera en la que estd inscrito el
cubo. Para ello necesitaremos la parte (h) de la figura 6.

En esa ilustracién vemos que se trazé la diagonal DE en el cubo (DE es un didmetro de la esfera
de circunscripcién) y que se prolongé X P por P hasta el punto Z donde se consigue con la diagonal. El
punto Z es el centro de la esfera que circunscribe al cubo.' Tracemos ademds UZ, que nos mostrara
el AUXZ, rectangulo en X. Si partimos de

NS? + SP? = 3N P?
ydeque NS=XZ, XP=PS=XU = RP, llegamos a

ZX%+ XU? =3NP?,

EDICION 2025

pero
UZ*=7X?*+ XU?,
por lo cual UZ? = 3NP?. Ademas!'! ZE? = 3NP?, lo que lleva directamente a UZ = ZE, garanti-

zando asi que U estd sobre la esfera. El razonamiento se hace de manera similar con V' y W, lo que
completa la demostracién. La parte (i) de la figura 6 muestra la situacién completa.

9Lo demostré Euclides en la proposicién XIII.7.

1072 demostracién de esa interseccién la conseguimos en los Elementos en la proposicién XI.38.

"1gualdad demostrada en la construccién del cubo (Prop. XIII.15). Recordemos que Euclides termina las demostra-
ciones consiguiendo relaciones métricas entre la arista de los poliedros y el radio de la esfera de circunscripcion.
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5. Conclusion

No estamos seguros: no sabemos si Hipaso conocia lo que acabamos de leer con el detalle con el que
lo vimos en la seccion anterior. La construcciéon es de una belleza fascinante que invita a reflexionar
sobre el sentido de ocultarla para favor de algunos privilegiados. Pero tampoco podemos ser muy duros
en nuestro juicio: los seres humanos somos producto de nuestra época y es por la valentia de hombres
como Hipaso que los prejuicios pueden quedar como figuras de desecho o lastre para la posteridad.
No sabemos todo lo que los siglos por venir reclamaran a la era en que vivimos pero, con certeza, no
quedaremos impunes. Aplaudamos entonces la dindmica de la Historia y la obra del Hombre que la
construye.
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Resumen

Este articulo tiene como objetivo exponer que las ideas expuestas en los Fundamentos de la
Aritmética de Frege no son tan elementales como se podria esperar del nombre del libro. En dicho
documento, aparecen discusiones fundamentales que plantea Frege al reconocer que en su época
no es muy claro lo que se entiende por namero. Ademas, expone varias definiciones y/o opiniones
de fil6sofos como Kant y matematicos como Leibniz. A partir de dichas opiniones y de su analisis
critico construye su concepto de nimero, mostrandole a el lector la importancia de la relacion
inquebrantable entre matemaéticas y filosofia.

Palabras clave Gottlob Frege; Concepto de nimero; Empirismo, Intuicion, elemental;

1. Introducciéon

Cuando el adjetivo elemental aparece en un discurso, su significado parece ser aseveraciéon simple.
Sin embargo, esto no es asi. Pues, es s6lo una cualidad de las varias aserciones que ofrece la expresion
mencionada. La real academia de lengua espanola (RAE) propone otros adjetivos a la misma expresion:
“1. Perteneciente o relativo a un elemento. 2. Fundamental, primordial. 3. Referente a los elementos o
principios de una ciencia o arte” [12]. De hecho, las anteriores cualidades no estan lejos de aparecer
en las Matemaéticas. Por ejemplo, la obra Elementos atraviesa los anteriores adjetivos. En el primer
caso a la Geometria griega. Como segundo caso, puede asociarse al hecho de que fue ensenado en las
escuelas. Por ultimo con los postulados del Libro I.

Durante mucho tiempo se guardd la esperanza de que la Geometria Euclidiana poseia fundamentos
solidos, y que sus verdades iban acorde a una representacion real de la naturaleza. Sin embargo, este
paradigma cambi6, es decir, la Geometria esbozada en Elementos ya no tiene el mismo estatus que
sostuvo durante veintidos siglos. Esto es debido al postulado V' que sostiene un vinculo entre la teoria
de las lineas rectas paralelas y el infinito en potencia y acto; dicha teoria encontré posteriormente en
matematicos como: Carl Gauss (1777-1845), Janos Bolyai (1802-1860) y Nicolai Lobachevsky (1792-
1856) interpretaciones que chocan con la intuiciéon espacial que poseemos y que las mismas nos daban
por verdaderos en la escuela. Dichas interpretaciones son consecuencia de una larga historia sobre
la independencia del quinto postulado respecto a los otros cuatros postulados. Esto provocéd que las
“verdades” de la geometria euclidiana en las que descansaba el fundamento para comprender el mundo
sensible [1], perdieran ese rotulo y se acentuaran més las dudas sobre el corpus matematico que tenia
el rétulo de Geometria.

Este hito tuvo otra consecuencia en el ambito matematico, y es debilitar las entidades matematicas, en
otras palabras, quedar sin fundamentos, debido a que la geometria proporcionaba hasta ese momento
la seguridad de la existencia de dichos objetos [1], por lo que se tuvo que buscar teorias matematicas

28

https://hfm.unitru.edu.pe/index.php/revista-theorem/ ISSN: 3084-7761



que volvieran a darle un estatus de seguridad a toda la matematica construida hasta ese momento.
Gauss,uno de los referentes mateméticos de aquel entonces, propuso que en la Aritmética quizé estaba
la solucién al fundamento de las Matematicas, y por ende recuperar el estatus de la verdad desestabi-
lizada del momento [6]. Asi, es el momento de la historia de las Matematicas en el que va aparecer el
protagonista Gottlob Frege.

Gottlob Frege (1848-1925) quien estuvo afin de la propuesta gaussiana, not6 que él problema era atn
mayor, senalando que los mateméticos de su época no sabian de lo que hablaban ni atn nivel “ele-
mental” ([5]; [16]). A partir de ese hecho, Frege dedico su vida a entender lo que eran los nimeros
y en la obra Fundamentos de la Aritmética propone una respuesta a la cual Bertrand Russell (1892-
1970) le da un mérito importante: “La pregunta ;qué es un nimero? se ha planteado con frecuencia,
pero solo en nuestros dias se le ha dado una respuesta correcta. La respondié Frege, en 1884, en sus
Grundlagen der Arithmetik” |14, p. 19]. Esta obra es trascendental por dos hechos. Por un lado, Frege
se tomo el trabajo de hacer visible al lector el concepto del niimero y/o de la Aritmética acudiendo a
otros autores como: Leibniz, Newton, Baumman, Grassman, Schroder, pues no queria tener los mismos
errores cuando publico su primera obra titulada Conceptografia [16], puesto que, segin Stepanians, M.
[16] “un critico influyente de la conceptografia habia objetado que Frege ignoraba el trabajo de otros
investigadores y es evidente que él no quiso exponerse de nuevo a ese reproche” [p. 48]. Por otro lado,
Frege establecié su concepto de niimero bajo tres reglas, las cuales se hacen visibles en sus ideas:

hay que separar tajantemente lo psicologico de lo légico, lo subjetivo de lo objetivo;

el significado de las palabras debe ser buscado en el contexto de todo el enunciado, nunca
en palabras aisladas;

hay que tener presente la diferencia entre concepto y objeto. [2, p. 20|

La premisa principal de esta obra es exponer la tesis logicista: “La aritmética es reducible a la logica”
y expone como es posible llegar a ella, mediante el concepto de ntimero como objeto l6gico. En medio
del desarrollo de su obra, Frege reaccion6 reaccioné respecto de dos tendencias filoséficas opuestas, la
Kantiana (intuiciéon-razon) y el Empirismo de Mill.

2. Fundamentos de la Aritmética

John Stuart Mill (1806-1873) propuso que la nocién de nimero, se adquiere como resultado de
hacer semejanzas y agrupaciones de objetos del mundo sensible [9]. Frege refut6 la postura de Mill,
la cual se apoya en: (1) las impresiones sensoriales y (2) hechos en los que se aplica la estructura
matemaética al mundo real. Para ver (2), Mill se apoya en dos afirmaciones, el primero consiste en que
“los célculos no se siguen de la definicion misma, si no de los hechos observados” |2, pp. 32-33], y el
siguiente enunciado: “lo que esta compuesto de partes, estd compuesto de partes de estas partes” [2, p.
35]. Respecto al primer enunciado, Mill harfa entender que las leyes matematicas surgen a partir de la
experiencia, haciendo una especie de induccién, pero esto es un error como lo hace notar Frege, ya que
Frege argumenta que Mill confunde los hechos aritméticos con una aplicacién de los mismos y lo hace
asi: “5+ 2 = 7 no significa que si se vierten sobre 5 volimenes de un liquido 2 volimenes del mismo, se
obtienen 7 volimenes de liquido, sino que esto es un aplicaciéon del primer enunciado, aplicacién que se
cumple tnicamente cuando no aparece una modificacién del volumen a consecuencia de un fenémeno
quimico” |2, p. 35|. Para abordar (1), se debe aclarar el término psicologismo, que segin Kenny, A [5]
es “la psicologia es el estudio experimental de la mente, la busqueda de regularidades que gobiernan los
fenomenos mentales.” [p. 73]. Ahora bien, siendo Mill un empirista es natural que acuda a fenémenos
mentales, porque, la experiencia nos hace recrear cierto estimulo mental sobre un hecho asociado al
mundo real. Y aqui, la critica de Frege es mas audaz, reaccionando asi: “Si el dos fuera una imagen, ésta
seria ante todo solamente mia. La imagen que tiene otro es ya, en cuanto tal, otra imagen. Entonces,
tendriamos quizd muchos millones de doses. Deberia decirse: mi dos, tu dos, un dos, todos los doses”
[2, p. 55]. Para lo cual, es evidente que él numero en vez de ser objetivo como lo concebimos se torna
ambiguo, debido a la subjetividad del psicologismo y empirismo fundado por Mill. A partir de esto,
se tiene que el concepto del niimero abstraido de la realidad, bajo el empirismo no sea admitido si el
cero es considerado un nimero, jqué fenémeno de la realidad se puede asociar al cero? A partir de
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lo anterior, Frege deduce que las verdades aritméticas no son a posteriori, deben ser a priori. Por lo
tanto, reaccioné sobre la lectura de Kant.

Inmanuel Kant (1724-1804) afirmé que las verdades de la Geometria eran sintéticas y a priori. Lo cual
es natural pensar que si la Geometria era quien respaldaba los fundamentos de la Matematica, entonces
la Matematica, en particular, la Aritmética también lo fuese. Por eso, Frege plante6 cuestiones sobre
la certeza de la seguridad que tiene las propiedades aritméticas, tanto en su demostraciéon como la
forma de llegar a ellas. Para ello, inici6 Frege recalcando que para Kant las expresiones como 1+1 =2
son sintéticas y no es posible dar una demostraciéon de las mismas, pero a pesar de ello no tienen un
caracter de axioma, debido a que, no solo hay expresiones de esa forma, sino infinitas combinaciones
de expresiones aritméticas [2]. En consecuencia, jcoémo se podria acudir a la intuicién kantiana para
sostener que expresiones como la anterior sean verdaderas?, si entre mas grande sea una expresion més
dificil es que la intuicién nos guié:

jes acaso evidente que 135664-+37863=1735277

iNo! Y es precisamente esto le lleva a Kant a sostener el cardcter sintético de estos enun-
ciados. Pero lo anterior méas bien habla sobre su indemostrabilidad. Pues, ;de que otra
manera pueden ser aceptados, como no sea mediante una demostraciéon, dado que no son
directamente evidentes? Kant quiere ayudarse con la intuiciéon de dedos o puntos, con lo
cual cae en el peligro de hacer que estos enunciados aparezcan como empiricos, en contra de
su propia opinién; pues la intuicién de 37863 dedos no es, en cualquier caso, una intuicién
pura |2, pp. 29-30]

Ademas, acudir a la intuicién tampoco es muy viable, pues si con ntumeros grandes genera conflictos,
con nimeros pequenos también: “pues ya s6lo 10 dedos, segin las posiciones relativas que ocupen entre
si, pueden producir las més diversas intuiciones” [2, p. 30|. Por lo tanto, la postura Kantiana no es
tampoco favorable en cierto sentido para satisfacer la respuesta a las cuestiones que establece Frege.
Por ello, encuentra en Leibniz cierta luz sobre la demostrabilidad de expresiones como la anteriormente
citada, y asi establecer que las verdades matemaéticas como su demostracién y obtencién son analiticas
y a priori.

Frege, expone de las ideas de Leibniz al manifestar que él redujo la cuestién sobre creaciéon de los
nimeros mediante su precedente y de hecho cita a Leibniz:

No es una verdad inmediata que 2 y 2 son 4; supongamos que 4 significa 3 y 1. Se le puede
demostrar de esta manera:
Definiciones:
1.2es1yl,
2.3es2y1,
3.4es3y 1.
Axioma: Si se reemplaza una cosa por otra igual, la igualdad persiste.
Prueba: 2+4-2=2+41+1=3+1=4.
Def. 1. Def. 2. Def. 3
Luego por el axioma 2+2=4 |2, p. 30]
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Haciendo notar que la Aritmética es analitica y a priori. Lo cual queda establecido asi:

Por mucho que se menosprecie la deduccién, no se puede negar que las leyes fundadas
en la induccion son insuficientes [refiriéndose a Mill]. De éstas ultimas deben deducirse
nuevos enunciados que no estan contenidos en ninguna de ellas. Que éstos se hallen en
cierto modo, incluidos en todas ellas juntas, no nos exime de la tarea de extraerlos de ahi
y establecerlos por si mismos. Con ello se abre la siguiente posibilidad: en vez de hacer
depender una deduccién directamente de un hecho, se puede dejar éste tal como esta y
admitir su contenido como condicién. Si en un razonamiento se sustituyen de este modo
todos los hechos por condiciones, se obtendré el resultado de manera que, de una serie de
condiciones, se desprende una conclusion [2, p. 43|

Aparir de la demostracion de Leibniz queda aclarar que significa 1. Frege ya no acude a Leibniz,
pues él hace una definicién circular sobre lo uno: “Uno es lo que reunimos por medio de un acto del
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entendimiento” |2, p. 58|. Frege para dar con la respuesta sobre el significado de 1, propuso asignarle
numeros a los conceptos, estableciendo en ellos su diferencia. Asi puedo encontrar la relacion entre el
nimero y su concepto:

Si yo, por ejemplo, al considerar un gato blanco y uno negro, prescindo de las propiedades
por las que ellos se distinguen, obtengo quizés el concepto «gato». Si ahora pongo a ambos
bajo este concepto y los llamo unidades, el gato blanco sigue siendo blanco y el negro sigue
siendo negro. Incluso si no pienso en sus colores, o0 me propongo no sacar conclusiones de
su diferenciacién, no por ello se volveran gatos sin color; permaneceran tan distintos como
eran. El concepto «gato», que se ha obtenido de este modo por abstraccién, ya no contiene,
es verdad, las peculiaridades, pero precisamente por eso es s6lo uno.

Por procedimientos meramente conceptuales no se consiguen hacer iguales cosas distintas;
pero si se consiguese, ya no se tendrian cosas, sino solo una cosa |2, p. 62].

Para llegar al corazén de la idea que guarda el concepto de nimero fregeano, él mismo nos advierte
que en el contexto de un enunciado es posible decantar al ntmero. Ademas propuso dos ejemplos,
contextualizando que los niimeros aparecen en los conceptos como sucedié en el ejemplo del concepto
gato:

Cuando digo: «Venus tiene 0 lunas» no es que halla alli ninguna luna o agregado de lunas del
que pudiera afirmarse algo; pero al concepto «luna de Venus» se le atribuye una propiedad,
a saber, la de que nada cae bajo él. Si digo: «del coche del Kaiser tiran cuatro caballosy,
atribuyo el ntimero cuatro al concepto «caballo que tira del coche del Kaiser»|2, p. 73|

Sin embargo, este no es el tinico concepto en que cae el nimero cuatro, si yo digo las cuatro patas
sostienen la mesa del comedor, es claro que el nimero cuatro de nuevo cae en el concepto “patas que
sostienen la mesa del comedor”, a raiz de ello Frege puede definir al nimero como: “el nimero que
corresponde al concepto F es la extension del concepto «equinimerico al concepto F»” [2; p. 92|. Con
ello, logra en la palabra equinumérico establecer una funciéon biyectiva y el resultado es que cada clase
de equivalencia resulta ser los ntimeros que caen bajo los conceptos. En nuestro ejemplo, en la clase de
equivalencia del concepto patas que sostienen la mesa del comedor, esta el caballo que tira del coche
del Kaiser. Con esta definicion, logra definir al ntimero cero, uno y el sucesor de un nimero, que es
finalmente lo que caracteriza a los nimeros naturales, y asi, como se puede apreciar de su definicion,
logré capturar al nimero mediante un objeto légico como lo es la relaciéon de biyectividad.
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Resumen

Ante la necesidad de tratar con las generalizaciones euclidianas, en este documento se pre-
senta un estudio histérico-epistemolédgico desde la Socioepistemologia, que a través de un analisis
cualitativo de contenidos busca identificar y caracterizar practicas matematicas asociadas a la ge-
neralizacién euclidiana, la suma de los angulos interiores de un tridngulo esférico, en la génesis de
la geometria esférica, de tal forma que estas practicas sirvan para configurar un posicionamiento
epistemolégico inicial para el diseno didactico. Como resultado, se reconoce la influencia de los
cambios politicos, econdémicos, culturales y cientificos de la cultura del autor en la construccion
y estructura de la actividad matematica; ademds, en términos epistemolégicos, esta geometria se
caracteriza por propiedades como la relaciéon de divergencia-convergencia entre rectas, consecuencia
de la articulacién de varias practicas matematicas.

Palabras clave: geometrias no euclidianas, geometria esférica, practicas matematicas.

Abstract

Given the need to deal with euclidean generalizations, this paper presents a historical-epistemological
study from Socio-epistemology, which through a qualitative content analysis seeks to identify and
characterize mathematical practices associated with the euclidean generalization, the sum of the
interior angles of a spherical triangle, in the genesis of spherical geometry, in such a way that these
practices serve to configure an initial epistemological positioning for the didactic design. As a result,
the influence of the political, economic, cultural and scientific changes of the author’s culture in the
construction and structure of mathematical activity is recognized; furthermore, in epistemological
terms, this geometry is characterized by properties such as the relation of divergence-convergence
between straight lines, a consequence of the articulation of several mathematical practices.
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1. Introduccion

Los procesos de incorporacién de las Geometrias No Euclidianas (GNE) en lineamientos curri-
culares de bachillerato y de la formacién del profesorado de matematicas son una linea de estudios
relativamente reciente (Cruz-Amaya y Montiel-Espinosa, 2024). Estos estudios exteriorizan carencias
asociadas al conocimiento sobre estas geometrias y a su didactica. En Brasil, donde formalmente se
han incorporado las GNE en cuatro estados —Sau Paulo, Parana, Ceard y Rio Grande do Sul—
(Pinto, 2013), sus contenidos fueron desatendidos por el profesorado como consecuencia de la falta
de formacién, de metodologias de ensefianza y aprendizaje y de libros de texto, ademds, por el des-
conocimiento de las propiedades o la naturaleza de estas geometrias (Caldatto y Pavanello, 2014).
Estos fenémenos reorientaron la investigacién, buscando profundizar en los aspectos epistemoldgicos,
didacticos y cognitivos de estas geometrias, para fundamentar su ensenanza y aprendizaje en diferentes
poblaciones.

Por el interés en estos aspectos, en el presente se sintetiza una revisién de literatura en el marco de
un contexto global y latinoamericano. Sobre los aspectos epistemoldgicos, existe un desconocimiento
de la naturaleza de estas geometrias, ya que iinicamente se han hecho intentos por replicar en el aula de
matematicas las condiciones que permearon la fundamentacion matematica de las GNE en la historia
(Aparecida y Pinto, 2021; Silva y Yonezawa, 2017). La historia de las matematicas evidencia la gran
influencia de los Elementos de Euclides y, por ende, de la arquitectura de la geometria euclidiana, la
cual ha marcado no solo el desarrollo de una geometria universal inica, vigente hasta la aparicion de la
fundamentacion matematica de nuevas geometrias que desafiaron el quinto postulado. Esta transicion
generd controversias importantes en la comunidad matematica, al punto de considerarse como una de
las grandes crisis de la matematica.

Ademas, Euclides traz6 una arquitectura para la comunicacién cientifica que se legitimé mediante
un enfoque deductivo, seguido por obras tan relevantes como Sobre las revoluciones de los orbes
celestes de Copérnico y los Philosophise naturalis principia mathematica de Newton (Vidal-Cortés,
2024). En el primer cuarto del siglo XX, el programa formalista de Hilbert y los nuevos Elementos
de la Matematica de Bourbaki reavivan esta arquitectura, abriendo un debate sobre la verdad en la
ciencia y el absolutismo, no solo en matematicas, sino también con la misma nocién de ciencia. Por
ello, tiene sentido la permanencia de la geometria euclidiana y la replicabilidad de la fundamentacién
matematica de las GNE en el aula; sin embargo, dado que esta naturaleza puede mostrar nuevas o mas
robustas estrategias para su atencién didactica, existe una necesidad de ser estudiada en profundidad.

Sobre los aspectos didacticos, se reconoce que hay carencia de recursos didacticos para el estudio de
estas geometrias. Sin embargo, también se reconocen avances sobre enfoques metodolégicos —procesos
generales de estructuracion de la ensenanza— y estrategias de ensehanza —procesos particulares
de ensenanza—. Por ejemplo, el enfoque de la geometria comparativa, propuesto desde 1990 por
Istvan Léndart, profesor e investigador hingaro (Lénart, 2021). Este enfoque pretende una ensefianza
comparada entre la geometria plana y la geometria esférica para luego agregar la comparaciéon con la
geometria hiperbdlica. Entre las estrategias de ensenanza destacan la interdisciplinariedad, el uso de
material manipulable y el uso de tecnologias digitales (Aparecida y Pinto, 2021; Soares et al., 2020).

Desde los aspectos cognitivos, se identifican y describen a las generalizaciones euclidianas como
un fenémeno didéctico-cognitivo que se antepone al estudio de GNE en cualquier poblacién (Lovis
et al., 2014). Este fenémeno fue caracterizado por primera vez por Kattsoff (1960) como dificultades
psicolégicas a través de ideas euclidianas, también fue nombrado reglas euclidianas por Bolondi et al.
(2014), y finalmente como generalizaciones euclidianas (Lovis et al., 2014). Estas generalizaciones “son
evidentes cuando algunos razonamientos euclidianos —verdaderos tUnicamente en esta geometria—
pueden ser considerados generales sin reconocer la especificidad de la superficie en la que se trabaja”
(Cruz-Amaya y Montiel-Espinosa, 2024, p. 9), por ejemplo, que la distancia méas corta entre dos puntos
dados corresponda a la medida del segmento que los une, o bien que la suma de los angulos interiores
de cualquier triangulo es 180°.

Entre estas generalizaciones, se reconoce relevante la suma de los angulos interiores de un tridngulo,
ya que su limitacién en una superficie diferente al plano genera una distincion inmediata entre geome-
trias. En efecto, este reconocido teorema de la geometria euclidiana resulta légicamente equivalente al
quinto postulado, dada su dependencia inmediata en su demostracién, con dicho postulado. Ademas,
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de acuerdo con Cruz-Amaya y Montiel-Espinosa (2024), estas generalizaciones pueden tener un papel
importante en el diseno didactico a través del paso de su funcionalidad en el plano a su limitaciéon en
otra superficie. Ante esta problematica y considerando las aportaciones de la literatura, se plantea la
pertinencia de un estudio histérico—epistemoldgico situado en la génesis de la geometria esférica que
responda a las preguntas de investigacion: ;qué caracteriza a la actividad matematica en la que se
estudia historicamente la suma de los dngulos interiores de un tridngulo esférico?, ;qué condiciones
culturales, sociales e intelectuales la enmarcan? y ;qué consideraciones epistemolédgicas se derivan de
su analisis? En esta direccién, se plantea como objetivo de investigacion, identificar y caracterizar
practicas matematicas asociadas a la generalizacién euclidiana, la suma de los angulos interiores de
un triangulo esférico, en la génesis de la geometria esférica. Con este resultado, se pretende la confi-
guracién de un posicionamiento epistemoldgico inicial para fundamentar disefios didacticos que traten
esta geometria.

2. Fundamentos tedricos

Este estudio se enmarca en la Socioepistemologia, teoria que concibe a la actividad matemaética
humana, contextual y pragmética —exponiendo practicas que acompanan y preceden al conocimiento
matematico— (Cantoral et al., 2015). Para explicar la construccién social del conocimiento matema-
tico, estas practicas se organizan en un modelo de anidacién; y para este estudio, se consideran sus
primeros tres niveles. A las primeras interacciones observables entre el sujeto y el medio en su relacién
con la matematica se les denominan acciones. Una articulaciéon de ellas, bajo una intencionalidad ob-
servable, constituye una actividad. Finalmente, las practicas socialmente compartidas son reconocidas
como formas establecidas y reiteradas al hacer matematica que organizan las actividades (Cantoral et
al., 2015).

La racionalidad del sujeto se entiende permeada por el contexto en el que construye el conocimiento
—contexto de significacion, porque da sentido en tanto funcionalidad a la matematica involucrada
(Torres-Corrales y Montiel-Espinosa, 2021)—. Con el fin de dar cuenta del caracter contextual de la
actividad matematica, desde la propuesta de Lépez-Acosta y Montiel-Espinosa (2022) este contexto
se estratifica en: el contexto cultural, refleja pertenencia a un grupo; contexto situacional, influencia
del espacio y tiempo donde se da la construccién; y contexto de la situacion especifica, situaciones de
la actividad matematica particular.

3. Fundamentos metodolégicos

Este estudio se desarrolla a través de una trayectoria metodolégica organizada mediante un andlisis
cualitativo de contenido que requiere del andlisis contextual y textual (Cruz-Marquez y Montiel-
Espinosa, 2022).

Esta trayectoria se divide en las siguientes seis etapas: (1) determinaciéon de un objeto de andlisis
(texto histérico en este caso), proceso que tiene su propia metodologia, para ello se hizo una revisién de
literatura sobre los origenes de la geometria esférica y se tomaron en cuenta los criterios de seleccién que
presentan Wardhaugh (2010): los relativos a la investigacién o decisiones metodolégicas; los aspectos
técnicos, referentes al acceso al texto; y los relativos a la pieza matematica; (2) recoleccién y seleccién
de fuentes de datos asociadas al objeto de andlisis, estas se organizaron en fuentes primarias, las cuales
constituyen el principal acceso a la obra; secundarias, las constituyen documentos que muestran datos
indirectos del momento histérico, tales como biografias e interpretaciones de la fuente primaria; y
terciarias, estas estan basadas en fuentes primarias y secundarias, por ejemplo, los estudios histéricos-
epistemoldgicos, libros de historia y biografias generales (Wardhaugh, 2010).

Seguidamente, se desarrolla el (3) preandlisis de los datos a través de un primer acercamiento al
contexto y al texto, donde se seleccionan las unidades de andlisis. (4) El anlisis de datos consiste en el
estudio contextual y textual con herramientas analiticas: el andlisis textual se centra en la caracteriza-
cién de las practicas matematicas. Para identificar las acciones se plantean los cuestionamientos jqué
y como lo hizo?; para las actividades los cuestionamientos jpara qué y por qué lo hizo? Por su parte,
las practicas socialmente compartidas son reconocidas como formas establecidas y reiteradas al hacer
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matemadtica que organizan las actividades (Cantoral et al., 2015); para el anélisis contextual, en ca-
da estrato se plantearon diferentes preguntas considerando las referencias propuestas por Wardhaugh
(2010). Para el contexto cultural se asocian las referencias socioculturales e intelectuales; para el con-
texto situacional las referencias socioculturales, biogréaficas e intelectuales; y para el contexto de la
situacion especifica las referencias intelectuales. Posteriormente, a través de la (5) interpretacion e
inferencia, se construye una hipdtesis epistemoldgica, retomando “la génesis de los saberes en térmi-
nos de las préacticas (la matemdtica como actividad humana) y las circunstancias socioculturales que
condicionan dichas practicas (contexto de significacién)” (Lopez-Acosta y Montiel-Espinosa, 2022, p.
542); para finalmente presentar los (6) resultados del estudio.

4. Analisis y resultados

Seleccionamos como texto de andlisis Esférica de Menelao de Alejandria (ca 70 - 130 d. C), escrito
alrededor de los 100 d. C. Esta obra es considerada el primer texto que trabaja el desarrollo del
triangulo esférico como geometria sobre la superficie de la esfera, por ello es denominada la primera obra
sobre geometria esférica (Rashed y Papadopoulos, 2017). Fue escrito en griego; aunque no se cuenta con
la version original, existen algunas traducciones al arabe antiguo; de estas tltimas retomamos, para el
estudio como fuente primaria, una traduccién al inglés titulada Menelaus’ Spherics. Early Translation
and al-Mahani /al-Haraw1’s Version por Rashed y Papadopoulos (2017). Dado el interés particular
de este estudio, se selecciona como unidad de andlisis la proposicién 12 de Esférica de Menelao: “En
cualquier tridangulo, un angulo exterior es menor que la suma de los dos dngulos opuestos interiores, y
<la suma de>los tres dngulos del tridngulo es mayor que dos dngulos rectos” (Rashed y Papadopoulos,
2017, p.526, traduccién propia).

5. Analisis y resultados contextuales

Como ejemplo del andlisis contextual se presenta una parte de la organizacion de los datos asociados
al contexto cultural (ver Cuadro 1). Estos datos devienen de todas las fuentes de datos.

¢En qué época y lugar vivio Menelao?
‘ Vivi6 entre el siglo I y Il d. C., entre Alejandria y Roma, en la civilizacidén helénica (Goulet, 2005).

¢ Qué sucesos politicos, sociales y economicos caracterizan esa épocay lugar?

Roma era la tnica potencia econdomica del Mediterraneo. Registros de la relacion de Menelao con
algunos emperadores romanos (Trajano y Domiciano) (Goulet, 2005).

¢Hubo sucesos importantes e influyentes previos a la vida de Menelao?

Organizacién econdémica y religiosa del pueblo egipcio, la conquista de Alejandro Magno y el
desarrollo de Alejandria (Smith, 1975).

¢Dan estos sucesos sentido de pertenencia al autor?

Hacen que Menelao se considere un matematico y astronomo romano y griego cercano a
emperadores romanos.

/Qué relacion tienen estos sucesos con la vida personal y profesional de Menelao?

Menelao se relaciona con Roma y Alejandria, hace observaciones astronémicas en Roma y estudia
la ciencia griega (Rashed y Papadopoulos, 2017).

¢ Qué sucesos matematicos, filosdficos y cientificos caracterizan la produccion académica de esa
época y lugar?

Principios matematicos y observaciones independientes en la ciencia alejandrina. Almagesto de
Ptolomeo condensa el desarrollo astrondmico griego y romano con influencia de Menelao (Smith,
1975).

¢Hubo sucesos importantes e influyentes previos a la vida de Menelao?

Referencias socioculturales

Observaciones y anticipaciones astronémicas en Egipto y Babilonia, avances matematicos griegos
y romanos a través del uso de la demostracion directa y la sistematizacion axiomatica y avances
astronémicos desde la cosmovision aristotélica del universo y la creacion de la esfericidad (Sidoli
2018).

¢Dan estos sucesos sentido de pertenencia al autor?

Menelao tenia libertad de corriente filosofica, por lo que se basaba en principios matematicos y
observaciones astronémicas. La relacion geometria-astronomia en la esfericidad motivo el
desarrollo de Esférica (Smith, 1975).

¢ Qué relacion tienen estos sucesos con la obra de Menelao?

La doble implicacion en el desarrollo geométrico y astrondmico explica el interés de Menelao por
la geometria esférica y el nuevo enfoque sobre esta geometria (Rashed y Papadopoulos, 2017).

Referencias intelectuales
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Cuadro 1: Organizacién de datos para la descripcién del contexto cultural. Fuente: Construccion
propia.

Con base en esta organizacién de datos contextuales por cada uno de los estratos, se desarrolla la
caracterizacién del contexto cultural, el contexto situacional y el contexto de la situacién especifica.

El contexto cultural se enmarca en la época romana de la civilizacion helénica, en la que vivid
Menelao (Goulet, 2005). Esta civilizacién se caracteriza por cambios politicos, econémicos y culturales
que devienen de los egipcios y babilénicos. Ademads, influenciada por la estabilidad politica, econémica
y cientifica que vivié Alejandria desde que Ptolomeo I tomé el poder en Egipto en el afio 306 a. C.
(Smith, 1975). Durante los anos en que vivi6 Menelao, Roma era la dnica potencia econémica del
Mediterraneo. Menelao disfrutaba de esta estabilidad, ya que mantenia relacién con algunos de los
emperadores romanos, Domiciano y Trajano (Goulet, 2005).

El trabajo de Menelao es consecuencia del desarrollo astronémico y geométrico de sus predecesores.
La astronomia junto a la geometria formé parte desde el siglo VI a.C. del Quadrivium, desarrollado
en la antigua Grecia y que con la musica y la aritmética conformaban las 4 artes liberales que debia
ser parte de la formacién de toda persona culta, especialmente aquellos que se iniciarian en el mundo
del clero. Por esta razén probablemente, desde los pitagéricos hasta Ptolomeo (100 d. C. — 170 d.C.),
la geometria y astronomia fueron consideradas principales ramas de estudio y de la matematica.
Ademés, la cosmovisién aristotélica propuesta por Aristoteles (384 — 322 a.C.) se mantenia en tiempos
de Menelao como la visién del universo (Sidoli, 2018). Por otra parte, la geometria llega a Menelao
mediante obras en la arquitectura euclidiana, como forma deductiva de organizar el conocimiento
matematico y la demostraciéon como herramienta matematica para el convencimiento y aspiracion del
conocimiento de la verdad. La relaciéon entre la geometria y la astronomia potencia la creacién de la
esfericidad como rama de la geometria aplicada a la astronomia, por lo que se le asocian cuatro obras:
Sobre las esferas giratorias de Autdlycus (333-300 a.C.), Fenémenos de Euclides (alrededor del ano
300 a.C.), Esférica de Teodosio (alrededor del afio 200 a.C.) y Esférica de Menelao (alrededor del afio
100 d.C.) (Henderson y Taimina, 2004).

Del contexto situacional se reconoce que Esférica se escribié alrededor de 100 d. C. en Roma.
De la vida de Menelao se sabe muy poco; se reconoce de Alejandria por las referencias que hicieron
Proclo y Pappus; luego se mudé a Roma manteniendo una relacién con Alejandria (Goulet, 2005). Se
le atribuyen seis libros: Esférica, Sobre el conocimiento de los pesos y la distribucién de los diferentes
cuerpos, tres libros sobre los elementos de geometria y el libro del tridngulo; sin embargo, solo han
sobrevivido traducciones de Esférica. Esférica es una obra dependiente del sistema axiomaéatico de
Elementos de Euclides, por ello se dice que fue escrita bajo una racionalidad euclidiana (Rashed y
Papadopoulos, 2017). Ademaés, Elementos de Euclides y Esférica de Teodosio son el fundamento en
muchas de sus demostraciones. De esta ultima, Menelao utiliza la teoria de la polaridad, que refiere a la
relacién constante entre una recta esférica y su polo (centro). Al igual que Teodosio, Menelao presenta
en Esférica dos proyectos: una geometria esférica deductiva sobre un conjunto inicial de elementos y
la aplicacién de la geometria a la astronomia antigua (Rashed y Papadopoulos, 2017).

Por su parte, el contexto de la situacién especifica se caracteriza en términos generales por al
menos tres aspectos que hacen de Esférica una obra tnica y valiosa: el cambio de significado atribuido
al término esfericidad, como geometria sobre la superficie de la esfera; la distincién que hace en las
demostraciones, presentando la demostraciéon directa; y la presentacién de pocos elementos iniciales,
tres definiciones. Ademads, entre algunas caracteristicas particulares destaca la presentacién por primera
vez de la definicion de tridangulo esférico y el teorema de que la suma de los dngulos interiores de un
tridngulo es mayor a 180 grados y no constante (Goulet, 2005). Asociado a la naturaleza esférica, se
reconoce una relacién importante, la teoria de la polaridad o relacién entre recta-polo que retoma
del trabajo de Teodosio. Son estas caracteristicas las que permiten a Rashed y Papadopoulos (2017)
mencionar que “a la vista de estas proposiciones y de otras del mismo tipo, es posible afirmar que
Esférica de Menelao es la primera investigacion sistematica de una geometria no euclidiana” (Rashed
y Papadopoulos, 2017, p. 5, traduccién propia).

Estos resultados permiten dar respuesta a la primera y segunda preguntas de investigacion. Sobre
la pregunta, ;qué condiciones culturales, sociales e intelectuales enmarcan la actividad matematica
en la que se estudia historicamente la suma de los dngulos interiores de un tridngulo esférico? Se
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puede explicitar que la construccién de Esférica de Menelao es consecuencia de los cambios politicos,
econdmicos y culturales de los egipcios y babilonios; de la estabilidad politica, econémica y cientifica
que vivié Alejandria; y de la extension territorial y el desarrollo econémico del imperio romano. Las
condiciones intelectuales devienen del desarrollo geométrico y astronémico al que tuvo acceso Menelao.
Dado que para su época se consideraba que la geometria y la astronomia eran ramas de la matemaética
y se mantenia una cosmovisién aristotélica del universo, tiene sentido la emergencia de la esfericidad
(rama de la geometria aplicada a la astronomia) y, por consiguiente, la creacién de Esférica. Por otro
lado, ante la pregunta ;qué caracteriza a la actividad matematica? se puede declarar que se caracteriza
por presentarse a través de una demostracién directa, diferente a las demostraciones por reduccion al
absurdo y por superposicién de figuras utilizadas por los antecesores de Menelao; y principalmente, por
basarse en un cambio de significado al término esfericidad, entendido en el texto como la geometria
sobre la superficie de la esfera. Ademads, por la estructura general del texto y el uso de Elementos
de FEuclides en la fundamentacion de sus demostraciones, se considera una obra escrita bajo una
racionalidad euclidiana.

6. Analisis y resultados textuales

Para el andlisis textual de la proposicion 12 de Esférica de Menelao, se utilizé la reconstrucciéon
pragmaética de la actividad matemadtica, descrita por Lopez-Acosta y Montiel-Espinosa (2022) como
una reconstrucciéon que explicita las practicas (mateméticas) que permiten la construccién de esa
matematica. Ademaés, dado que la fundamentacién de esta demostracién requiere dos proposiciones
anteriormente demostradas, éstas se describen a continuacion:

Proposicion 1 Procedemos construyendo un dngulo igual a un dngulo dado contenido por grandes
circulos en un arco de gran circulo conocido y en un punto de ese arco (Rashed y Papadopoulos, 2017,
p. 410, traduccion propia).

Interpretacion: dado un angulo esférico, formado por la interseccién de dos circunferencias maximas
—Ilas més grandes circunferencias que pueden trazarse en una esfera—, y dado un segmento de recta
esférica y un punto de él, se construye en ese punto un nuevo angulo igual al angulo dado.

Proposicion 11 Si dos lados de una figura trildtera son menores que un semicirculo, entonces el
dngulo exterior a uno de los dos dngulos del lado restante es mayor que el <interior>opuesto a
él. Si los dos lados son mayores que un semicirculo, entonces el dngulo exterior es menor que el
<interior>opuesto a él. Y si los dos lados AB, BC son iguales a un semicirculo, entonces el angulo
exterior es igual al <dngulo>interior. (Rashed y Papadopoulos, 2017, p. 424, traduccion propia)

Interpretacion: con base en la Figura 1, en el tridngulo ABC, si la suma de los lados AB y BC es menor
que una semicircunferencia méxima, entonces el &ngulo BCD (dngulo exterior del tridngulo) es mayor
que el dngulo CAB (4ngulo interior del tridngulo opuesto a él). Si la suma de los lados AB y BC es
mayor que una semicircunferencia maxima, entonces el angulo BCD es menor que el angulo CAB. Y
si la suma de los lados AB y BC es igual a una semicircunferencia maxima, entonces los angulos BCD
y CAB son iguales.
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Figura 1: Diagrama propuesto para la Proposicién 11. Fuente: Rashed y Papadopoulos (2017, p. 426).
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Proposicion 12 Después del enunciado se presenta la exposicion, donde se declaran los objetos en
un diagrama inicial (Navarro, 2005) y la preparacion, donde se exponen las relaciones entre los objetos
expuestos (Vega, 2013) relacionadas con la Figura 2.

Sea, ABC un tridngulo, y produzcamos AC a D; digo: el dngulo exterior BCD del tridngulo ABC es
menor que la suma de los dos angulos opuestos A y B, y la <suma de los>tres dngulos del triangulo
ABC es mayor que dos dngulos rectos. (Rashed y Papadopoulos, 2017, p. 528)

C

E B
Figura 2: Diagrama propuesto para la proposicién 12. Fuente: Rashed y Papadopoulos (2017, p. 528).

El andlisis de précticas se presenta en el Cuadro 2:

Nivel de accion

Reconstruccion matematica (Qué hizo? (Cémo lo hizo?
Demostracion:  Hacemos  un Expone elementos de | Continuando el
angulo DCE igual al angulo A (por partida y sus | segmento AC en linea
la P1 [construir un angulo en un consecuencias. recta hasta el puntoDy
punto dado de un gran circulo que Prolonga o extiende | el segmento AB hasta
sea igual a un dngulo dadol) y . .
producimos AB hasta que se arcos  (arbitrarios y el punto E. . .
encuentre con CE en E (se extiende limitados). Tomando una distancia
el segmento AB, reconoce la Agrega elementos cualquiera desde el
p(‘)si'bilidad de cxlc‘mcrlo de forma auxiliares y establece | punto Ay manteniendo
funitads on la esfers coto por Sl elementos de referencia. | esa distancia, forma un

Epostulado2[Y e/

prolongar

El 4ngulo ABC es igual a su opuesto por el vértice.
Como su opuesto es mayor que el angulo BCE (por
P11), entonces el angulo ABC es mayor que el

continuamente una recta finita en TraSIaqa angulos Yy | arco con centro en C.
linea recta)). distancias. Construye | Conservando
un angulo igual a otro. distancias.
Como el angulo DCE es igual al Distingue angulos | Relacionando los
angulo A, entonces la suma de los interiores y exteriores de | semicirculos méximos
dos arcos AE, EC es un .
S Sy un triangulo. con lados de un
semicirculo [conclusion ; ., .
particular] (esto por el Pll[en Compara angulos | tridngulo para referir a
cualquier triangulo, si producimos interiores y exteriores de | medidas de los lados de
1)11‘10) .l./(" /us lados y_si el -(Illtg"l-l/(). un trlé.ngulo un triéngulo y a
exterior es igual al angulo interior C 1 dida d , los i 1
que le es opuesto, entonces la - ompar'a a medida de | angulos iguales.
suma de los dos lados que e un semicirculo con la
contienen el angulo restante es un 8 suma de dos lados de un
semicirculo; si es menor, entonces :4 m N\ triangulo.
su suma es mayor que un o . . , ,
semicirculo;, 'y si es mayor ‘{A \ j Dlstlngue angulos segun
entonces la suma es menor que un “) su medida. L()
semicirculo]). N Il N
Entonces los dos arcos BE, EC son|  ,/——s Deduce que la suma de | Relacionando los o
menores _que un__semicirculo N dos segmentos es menor | semicirculos méximos N
[conclusiéon particular] (ENC8[Y //- i — Y .
B i ) i i~ | aun semicirculo. con lados de un
el todo es mayor que la parte)), por N B . .
lo tanto ¢l angulo ABC es mzl_\'or| - Identifica angulos | triangulo para referir a e
que el angulo BCE [conclusién| . | opuestos por el vértice. | medidas de los lados de O
particular| (EP15/Si dos rectas se 7, b s gt . - Iy
™ Distin 1 gun —
cortan, hacen los dngulos del L// \ sti g,ue angulos s¢ 1,111 trla_ngulo y a
vértice iguales entre si]) y P11). su medida. angulos 1gua1es. O

angulo BCE.

Compara arcos con
semicirculos y angulos y
reconoce sus medidas.
Caracteriza angulos.

Comparando esos dos
lados (BE y EC) con
otros dos lados que
suman un semicirculo
(AE y EC).
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Los angulos ACB, BCE, DCE son
iguales a dos éangulos rectos

(EP13[Si wna recta levantada
sobre otra recta forma dangulos, o
bien formara dos rectos o bien
(angulos) iguales a dos rectos].

Pero el angulo B es mayor que el
angulo BCE, el angulo A es igual

alangulo DCE, y el angulo ACB es
comun, por lo tanto los angulos

ABC, BCA, CAB son mayores que
los angulos ECD, ECB, BCA
[Generalizacion]. Por lo tanto la

Junta tres angulos y
relaciona sus medidas
con dos angulos rectos.
Asocia dos angulos
rectos con los angulos
interiores de un
triangulo.

Reconoce y seiiala que
uno de los angulos
interiores de un tridngulo
forma parte de otro

Dado el proceso de
construccion, desde el

mismo  punto  se
generaron tres
segmentos.
Construyendo,
comparando y

relacionando angulos.

Por las relaciones que
esos grupos de angulos
tienen.

conjunto de angulos.

Compara la medida de

dos grupos de angulos.
Nivel de actividad

Reconocer articulaciones de acciones que justifique el porqué y para qué lo hace.

e Expone los elementos de partida y sus consecuencias, prolonga segmentos, agrega elementos
auxiliares, establece elementos de referencia, traza arcos y conserva distancias, para trasladar un
angulo.

e Expone los elementos de partida y sus consecuencias, prolonga segmentos, agrega elementos
auxiliares, distingue angulos interiores y exteriores, reconoce angulos iguales y la composicion de
una semicircunferencia, compara la medida de dos lados con la de un semicirculo y de angulos
interiores y exteriores, establece a la semicircunferencia como referente de medida y condiciona
la medida de un angulo, para equivaler lados de un triangulo con un semicirculo.

e Expone los elementos de partida y sus consecuencias, compara un semicirculo con segmentos y
dos grupos de angulos, agrega elementos auxiliares, reconoce magnitudes y angulos iguales si son
opuestos por el vértice, distingue arcos de circulo y arcos de circulos maximos, identifica angulos
opuestos por el vértice y segin su medida, relaciona segmentos con semicirculos y medidas de
angulos con dos angulos rectos y adjunta angulos, para diferenciar la suma de dos grupos de
angulos.

<suma de los> angulos del| 7 \
triangulo ABC es mayor que dos
angulos rectos.

Cuadro 2: Andlisis de précticas de la Proposicién 12. Fuente: construccién propia.

El contexto de la situacién especifica describe una estructura deductiva del texto, por ello tiene
sentido que en las tres actividades se mantengan las acciones de exponer los elementos de partida y
sus consecuencias, agregar elementos auxiliares y usar las propiedades (de los elementos de partida
y agregados) en la argumentacién del proceso constructivo. En esta proposiciéon se identifica que
las actividades caracterizadas se encuentran organizadas por una forma de actuacion matematica o
practica socialmente compartida, propia de la naturaleza esférica de esta geometria, a la que se ha
denominado relacion divergencia-convergencia. Esta relacion se caracteriza de la siguiente manera: de
la interseccion en el punto N (ver Figura 3), las rectas de color verde y azul inician divergiendo una de
la otra hasta la recta color rojo; de ahi empiezan a converger hasta volver a intersecarse en el punto
opuesto a N, el punto M.
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Figura 3: Relacion entre dos rectas, divergencia-convergencia. Fuente: construccién propia.
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Se dice entonces que esta relacién organiza las actividades porque en la demostracién la medida
del dngulo A fue trasladada al angulo DCE. La deducciéon de que la suma de los lados CE y AE es
un semicirculo es consecuencia de aceptar que al prolongar los lados AB y AC del triangulo volveran
a interceptarse en el punto opuesto a A, lo que a su vez es consecuencia de la relacién de divergencia-
convergencia entre esas dos rectas. Por lo mismo, al construir este nuevo dngulo (DCE), traza el
segmento CE para equivaler los lados CE y AE del tridngulo ACE a la medida de un semicirculo y
diferenciar esos grupos de dngulos. Por ello, se dice que la relacion divergencias-convergencia favorece el
reconocimiento del cuadrante, donde cambia la relacién de divergencia a convergencia; y el semicirculo,
donde vuelven a converger, como referentes y unidades de medida de segmentos esféricos.

Como producto de este andlisis, para dar respuesta a la tercera pregunta de investigacién sobre
las consideraciones epistemoldgicas, se configura la siguiente hipdtesis epistemoldgica: la suma de los
angulos interiores de un tridngulo esférico estd fundamentada en la relacién entre rectas, divergencia-
convergencia, relacién que es consecuencia de la naturaleza de la superficie esférica en la que se trabaja
esta geometria. Por otro lado, se presenta el proceso de construccion geométrica de Menelao, que se
compone por tres momentos: exponer los elementos de partida y sus consecuencias, agregar elementos
auxiliares y usar sus propiedades en la argumentacién y justificacién de la construccion. La forma de
agregar elementos auxiliares deviene de varias practicas, por ejemplo, extender, trasladar, seccionar o
componer segmentos y angulos.

7. Discusién y conclusiéon

De la problemaética y la revisiéon de literatura se justifica la importancia de los estudios histéricos
que tengan un interés en reconocer elementos epistemologicos, en este caso asociados a la geometria
esférica. Ademas, se reconoce también el fenémeno denominado generalizaciones euclidianas como un
obstaculo o un recurso didéactico (Lovis et al., 2014). Por ello, bajo la hipétesis de que los elementos
epistemologicos asociados a una generalizaciéon euclidiana en su génesis histérica daran fundamento al
uso de esa generalizacion como un recurso didactico, se desarrolla este estudio sobre la suma de los
angulos interiores de un triangulo.

Por los resultados, es posible asentir que la relacién entre rectas esféricas de divergencia-convergencia
trasciende a la generalizacién euclidiana estudiada y aporta en la caracterizacion de la naturaleza de la
superficie esférica, es decir, trastoca toda geometria trabajada en esta superficie. Esta conclusion apor-
ta al estudio de esta geometria en el sentido que describen Cruz-Amaya y Montiel-Espinosa (2019),
Junius (2008) y Léndrt (1996), una primera etapa en el estudio de la geometria esférica debe trabajar
en la compresién de la geometria intrinseca a la superficie de la esfera, es decir, que él o la aprendiz
reconozca que puede hacer geometria sobre esa superficie y su influencia en los resultados geométricos.
Por lo que, en términos de un diseno didactico, esta relacion podria caracterizarse en las primeras
partes del disefio. Por la importancia de la interdisciplinariedad que se reconoce desde la revisién de
literatura (Aparecida y Pinto, 2021), se propone describirla en el contexto de la geografia, por ejem-
plo, tomando dos meridianos cualesquiera y analizando el cambio de longitud de los arcos de paralelos
entre esos meridianos desde el polo norte hasta el polo sur. De este modo, la geometria esférica aparece
como un modelo geométrico para la comprension del mundo y no solo como se suele divulgar: como
una de las dos geometrias que emergen a partir de discutir y emprender la tarea de negar el quinto
postulado de Euclides.

Por otro lado, en la hipdtesis epistemolédgica se describe el proceso constructivo que siguié Menelao,
de ahi se reconoce que toda tarea geometria puede guiarse por ese proceso: iniciando con la descripcion
de los elementos de partida y caracterizando las propiedades que tienen esos elementos, luego desa-
rrollando la tarea geométrica en la que se agregaran nuevos elementos y con ellos nuevas propiedades
geométricas, para finalizar con la justificacién del desarrollo de la tarea usando las propiedades de los
elementos geométricos involucrados.

Con base en los elementos epistemoldgicos asociados a la suma de los dngulos interiores de un
tridngulo esférico y mediante el enfoque metodolégico de ensenanza de la geometria comparativa
(Lénart, 2021), se acepta que es posible el uso de esta generalizacién como un recurso didactico,
generando el paso de su funcionalidad en el plano a su limitacion en la esfera. Esta limitaciéon provocara
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cuestionamientos importantes, tales como: ;jsiempre van a medir mas de 180 grados?, jcuanto es el
maximo que pueden medir?, ;existe un triangulo bi o tri-rectangulo? Cuestionamientos que también
favorecen la problematizacién de la geometria euclidiana y con ello su significacién.

Un estudio didactico experimental que ponga en juego un diseno fundamentado en estos elementos
podra darnos evidencia empirica sobre este planteamiento, en ese sentido con el presente estudio se
inicia una amplia linea de trabajo hacia la investigacién de diseno, el desarrollo profesional docente, el
analisis del discurso matematico escolar y aquellas otras rutas que fueron senaladas en la literatura.
Ademsds, dado que una de las poblaciones de mayor interés en este campo es el profesorado de mate-
maticas, se acepta que los resultados de este estudio exponen un acercamiento a la naturaleza de las
geometrias en sentido amplio y, con ello, un fundamento para la construccién de recursos didacticos
especificos, partiendo, como se ha querido senalar en este escrito, con la geometria esférica.
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